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1. Mecanica Lagrangiana

1.1. Principio de D’Alembert

Empecemos con mecédnica Lagrangiana con algunas definiciones. Llamamos Ligadura (o Vinculo) a alguna
relacién entre las variables independientes de un sistema. Por ejemplo, dos particulas sujetas por una barra rigida
es una ligadura, ya que fija la distancia entre ambas particulas por el largo de la barra. Llamamos a una ligadura
Holénoma si puede expresarse como una funciéon de las posiciones de las particulas y del tiempo igualada a cero.
Cuando una ligadura es independiente del tiempo entonces la llamamos Esclerénoma y si el tiempo estéd expresado
explicitamente en la ecuacién la llamamos Rebénoma. Supongamos que tenemos un sistema con N particulas en
d dimensiones y con k ligaduras holénomas. Para expresar las posiciones de cada particula entonces necesito d\N
variables escalares. Sin embargo, de las ligaduras pueden despejarse k variables y entonces en el sistema quedan
dN — k variables que son independientes. Llamamos a esta cantidad los Grados de Libertad del sistema y vamos
a notar a las variables independientes como Coordenadas Generalizadas ¢;, i € [1,dN — k] C N.

Definamos un Desplazamiento Virtual como un pequefio cambio de la configuracion del sistema que sea
compatible con las ligaduras en un determinado instante. Es decir, es una variacién infinitesimal e instantdnea
de las coordenadas generalizadas que es compatible con las ligaduras del sistema. Definimos entonces el Trabajo
Virtual como dW; = F'; - dr;, donde F'; es la fuerza que siente la i-ésima particula y r; es su posicion. Si el sistema
estad en equilibrio entonces F'; = 0Vi. Por lo tanto:

Tomemos F; = F{ + f, donde notamos F'{ como la fuerza aplicada y f, como la fuerza proveniente de alguna
ligadura. Entonces:

N N N
ZéWi:ZF?'éTi+Zfi'6Ti:0-
=1 1=1 =1

Debido a que las ligaduras sélo limitan el movimiento de las particulas en el sistema y no hacen trabajo entonces
tenemos:

N
S F¢-ori=0 (1)
1=1

Llamamos a esta ecuacién el Principio de Trabajos Virtuales. Notemos que si el sistema esta en equilibrio
entonces:

N
=1

N N
Fi=F{+f, = Y (F—p)-ori+> fi-0ri =0
i=1 i:lT

Entonces, obtenemos:

Principio de D’Alembert

N
D (Ff—p,;)-om =0 (2)

=1

Esta relacion es el Principio de D’Alembert.



1.2. Ecuaciones de Lagrange

Hallemos ahora las ecuaciones de Lagrange que son las que definen este nuevo tipo de mecanica, otra perspectiva
de la mecanica Newtoniana. Tomemos M = dN — k como los grados de libertad y tomemos a las posiciones r; como

una funcién de todas las coordenadas generalizadas g; y el tiempo; es decir tomemos 7; (¢1, g2, ..., gn, t) = ri (g;,t)
Notemos:

M M
or; or; . or;
or; = 0gj, vi="Ti=) ——dj+ o~
= 6(]]‘ J ; aq]‘ J 8t
N N M or
= Y=Yy E
i=1 i=1 j=1 045
Definamos la Fuerza Generalizada como:
N
or;
Q;: = F;- Z
’ ; 9;
N M
i=1 j=1
Notemos:
N N N M O
— — — q;
=1 =1 =1 j=1

Tomando m; constante para cada particula.
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Finalmente, usando la expresién 3 y usando el principio de D’Alembert (2) obtenemos lo siguiente:

N N
d orT 0T
S Fr-pn =30 (- (550 - o) ) bus =0
i=1 j=1 dt 8% aqj
Ya que las coordenadas generalizadas son independientes entre si el iinico modo de que esta suma sea siempre
nula es que lo que esté dentro del paréntesis sea nulo. Por lo tanto:

d oT oT 0
dt 8(]]‘ 8(]j
Notemos que estas son M ecuaciones diferenciales escalares, lo cual es una gran ventaja si se las compara con
las dN ecuaciones de Newton que son ecuaciones diferenciales vectoriales. Supongamos ahora que a las fuerzas las

podemos escribir como el gradiente de un potencial V. Es decir:

WV /F;=-V,V

Entonces, usando la ecuacién 3:

N

(‘97‘1‘
J— _VZV .
__w
an'
doT OT oV dor o(T-V)
dt 3qj aqj (9(13' dt 8(]]' (9qj

Supongamos que el potencial es independiente de las derivadas temporales de las coordenadas generalizadas.
Entonces:
do(T-V) o(T-V)
dt 94, 0q;
Definamos entonces el Lagrangiano como £ =T — V' y entonces:

=0

Ecuaciones de Lagrange

Estas son las famosas Ecuaciones de Lagrange que definen a la mecénica Lagrangiana. Esta consta de resolver
estas ecuaciones diferenciales en vez de resolver las ecuaciones de Newton. Las ventajas son que las ecuaciones son
escalares y que son menos ya que los vinculos ya fueron introducidos por cémo se definieron las coordenadas

generalizadas.
Antes de pasar al siguiente tema veamos de donde sale el Lagrangiano para una particula en un campo electro-
magnético. Sabemos de F3 que B=V x Ay que E = —% — V. También conocemos la Fuerza de Lorentz que

es F = q(E + v x B). Entonces:
A
F:q(—aa—t—V<p+'v><(V><A))

Particularicemos las siguientes cuentas para la coordenada x ya que se desarrollan de manera andloga para las
otras coordenadas.

By | 04 0 y(@Ay 6Aw)_vz<8Am 8Az>
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Notemos:

qﬁ—vaAy—H; 8Az+v 0A, vaAz van van
Y oz * Ox ) Y oy * 0z T Ox
dA, 04, n = o 0A,
dt at | "or Y Oy 75,

Tomemos entonces U = g (¢ — v - A):

n_doU U
Ydtdg O

— L=T—qp+quv-A

En este caso U es un ejemplo de lo que llamamos un Potencial Generalizado. Estos son potenciales que
cumplen que:

o, doU _oU
" dtdg;  Og

y entonces se puede definir al Lagrangiano como £ =T — U.

2. Principio Variacional
Empecemos este capitulo definiendo la Acciéon como:
ty
s= [ @b,
t;

El Principio de Hamilton dice que la trayectoria que toma un sistema es la que extrema a la accién. Este
principio es parecido al Principio de Fermat y ademés vamos a demostrar a que es equivalente a las ecuaciones de
Lagrange. Consideremos un variacién infinitesimal de la acciéon extremada §5:

ty
08 = /5£dt =0
tq

oL oc .
0L = 8—q§q + a—q,éq

oL d /0L d oL
95 = / <aq‘5q T (aqf”f) ~ g aq) a
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Esto tltimo vale porque dq (t;) = dq (ty) = 0 ya que los puntos iniciales del camino por donde integramos no
pueden cambiar, solo la trayectoria en si. Entonces:

oL d oL
“—/M(m‘mm>“—
t

La tnica forma de que esto se cumpla para cualquier desviacién dq es pidiendo que el término dentro del
paréntesis sea nulo. Por lo tanto:

doL oL
dt 8¢ 0q
Asi terminamos de demostrar que el Principio de Hamilton es consistente con las ecuaciones de Lagrange, que
a su vez son consistentes con las ecuaciones de Newton.

3. Simetrias y Leyes de Conservacion

Definimos el Momento Generalizado como:

_oc
b= 9g;
Definimos a una coordenada como Ciclica si el Lagrangiano es independiente de ella - es decir - llamamos a ¢;

una coordenada ciclica si g—f = 0. Es evidente que si una coordenada es ciclica entonces el momento generalizado de
k2

esa coordenada se conserva - es decir - si g; es una coordenada ciclica entonces p; = 0. Definamos también algunos
tipos de simetrias. Decimos que un sistema tiene Homogeneidad Espacial si al desplazar al sistema entero el
Lagrangiano no es afectado. Decimos que un sistema es Isétropo si al rotar al sistema entero el Lagrangiano no es
afectado. Finalmente, decimos que un sistema tiene Homogeneidad Temporal si al desplazar al sistema entero
en el tiempo el Lagrangiano no es afectado. Veamos que significan estos conceptos matematicamente. Consideremos
el caso de homogeneidad espacial y hagamos un desplazamiento infinitesimal 0 R al sistema entero. Lo que esto
significa es desplazar a todas las particulas del sistema por este desplazamiento infinitesimal. Entonces:

oL = a—ﬁérl
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N
== Zpi = cte.
i=1

Esto significa que para un sistema con homogeneidad espacial el momento total se conserva. Consideremos ahora
un sistema isétropo al que lo rotamos un dngulo d¢:
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Esto significa que para un sistema isétropo el momento angular se conserva. El Teorema de Noether generaliza
estos resultados ya que establece que para cada desplazamiento infinitesimal de simetria hay una constante de
movimiento asociada. Tomemos una coordenada g; y hagamos un cambio infinitesimal a la accién 4S5 tal que
0gq; = %(55. Notemos:
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Tomemos:
M
H=2 pi—L
j=1
—> H = cte.

A esta funcién la llamamos Hamiltoniano. Supongamos ahora que tenemos un sistema donde los vinculos son
esclerénomos y que el potencial no depende de g¢:
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=2T

= H+L=2T

= H=T+V

Bajo estas condiciones el Hamiltoniano es igual a la energia mecanica del sistema.



4. Problema de Dos Cuerpos y Ecuaciones de Kepler

En esta seccién vamos a tratar con el problema de dos cuerpos atraidos por un potencial radial y al final vamos

a considerar que el potencial tiene la forma del potencial gravitatorio para demostrar las ecuaciones de Kepler. Para

estos sistemas el Lagrangiano es £ = $my || #1 || +3mz || 72 [|> —V. Definamos el Centro de Masa como:

R:W,M:mﬁr,ﬂ?

Tomemos también:

T=T9—7T1

m m
:>r1:Rfﬁ2r,r2:R+ﬁlr

1 . mo . 9 1 . my . 2

1 o mimg .~ 1mmmi ., 1 o mimg .~ 1mimg .,
=omi | R|? -7+ 522 [ 7 P +gme | RIP + ——R7+ oo 7P -V

1 1 mime .
=-M|R|*+:s——|7]* -

M RIP 45552 | |2 -y

Definamos la Masa Reducida como:

1 . 1 .
= L= M| RI>+5ul i 2=V ()

Notemos que este Lagrangiano tiene la ventaja de que R es una coordenada ciclica y ademds si cambiamos a
coordenadas esféricas para r con el origen en R entonces vale que el momento angular se conserva ya que el sistema
es isotropico. Esto significa que sin pérdida de generalidad podemos tomar R = 0 y tomar coordenadas cilindricas
centradas en R tal que 2 || L y entonces el Lagrangiano queda asf:

1

1 .-
T B V.o B
E—Q/M“ +2m*9 V (r)

Notemos que # es una coordenada ciclica ya que el momento angular se conserva. Entonces:

po=pr*6 =L,

Tomemos la Velocidad Aerolar como:

Notemos que para un pequeno intervalo de tiempo esta cantidad es aproximadamente el area que barre la
particula ya que es aproximadamente un tridngulo de altura r y base rf. En la Figura 1 estd esquematizado este
concepto. Notemos entonces que L, = 2ud = A = 0. Esto significa que el drea que barre la particula es la misma
para iguales intervalos de tiempo sin importar en qué parte de la trayectoria esté. A esta ley se la llama Segunda
Ley de Kepler. Consideremos ahora al Hamiltoniano del sistema. Ya que el sistema tiene homogeneidad temporal

10
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Figura 1: Area barrida por la particula en un instante.
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Figura 2: Gréfico del potencial efectivo con V (r) = f% y de algunos niveles de energia carac-
teristicos.

el Hamiltoniano se conserva, y como los vinculos son esclerénomos y el potencial no depende de las velocidades
entonces el Hamiltoniano es igual a la energia mecanica. Entonces:

H=T+V
~ 1y : +V(r)
Pl 2ur?

Ya que la tnica coordenada es r entonces suele considerarse al primer término como la energia cinética del
sistema y a los tltimos dos como un potencial efectivo V.. La ventaja de hacer esto es que el potencial efectivo

nos dice los posibles movimientos que puede hacer la particula. En la Figura 2 puede verse del potencial efectivo
con algunos de niveles de energia que describen distintos movimientos tomando V (r)

= f%. Cuando F = E;
la particula solo tiene un radio posible y entonces describe un movimiento circular. Cuando E = FE5 el rango de
“radios” posibles que puede tomar la particula estd acotado y entonces el movimiento de la particula es eliptico.
Finalmente, cuando F = Fsla particula tiene un radio de maximo acercamiento y su movimiento es hiperbdlico.
También existe el caso donde EF = 0 y entonces en r = 0o I/ = V.¢¢. En este caso, el movimiento de la particula

estd en el limite de ser hiperbdlico o eliptico y es parabdlico.
Notemos:

11



. dr

T
_drdf
T dhdt

-dr

_0@
L, dr
T our2de

=BV

Haciendo las integrales respectivas de cada lado nos queda:

Ecuacién de Orbita

6o r0

A esta ecuacion se la llama Ecuacién de Orbita y de resolver esta integral puede despejarse r (0).
Ya que el Hamiltoniano se conserva entonces se derivamos con respecto al tiempo hallamos que:

L? /
ui——=+V (r)=0

pr3
Tomemos:
1 dv
U—;,f(u)——grzl
d*u _ w22y
g2 L2
d*u p f(u)
= — - _ =
Tt e
Esta ecuacion es la ecuacién de érbita diferencial. Si usamos el potencial V (r) = —ﬁTl entonces la solucién para

la ecuacién es u () = A+ Bcos(6). Notemos ademds que la funcién u (0) es par y por lo tanto las orbitas que
describe son simétricas. Méas adelante veremos como deducimos esta solucién con més detalle.

Sigamos trabajando con el potencial V (r) = —%1 y hallemos ahora el radio y energia de la orbita circular:
/ F A
L2
—s = z
e Vo

By = Veyy (re)
_uVg
212

Consideremos ahora que ‘H = E y resolvamos la ecuaciéon de érbita. Sin pérdida de generalidad tomemos:
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0o = 52 To=Tc

s
0+ T / L, dr
2 V2uEr? L2 Vo
0 1- (2#Er2 - E)
B / L, du
- \/ZIU/E L2
_ : 2 _ Yo
1 (Q#Eu o u)
1
Q/I,E QILLV() 2) T2
=- — t uU—u du
/ ( L2 L2
1
27,2 2\ "2
__/ 2ME+MV0_<U_MV0> du
- 2 4 2
LZ LZ LZ
2\ ~3
u— %
L2
_ / 2 du
2uE u2Vyz 2uFE w2V
L2 +
Tomemos:
V
u— 1 du
cos (x) = 2 = —sin(z)der =
2uE | pPVE 2uE | p2PVi
rz T I rz T I
1_ V% 1 _ W%
L2 - 2
— 6+ — = —arccos - =—— | + arccos - =
2pE + wVE 2uE + 12V,
L2 1 L2 %
2 2
= —arccos ECALU— -+ arc cos (I —
1+ 2I2E 14 2L2E
,uVE ;LV2
e -1 ™
= —arccos | —— | + =
_E 2
by

Finalmente, despejando r (#) nos queda:

Ecuacion de las Cénicas

A esta ecuacién entonces se la llama la Ecuacion de las Cénicas ya que describe hipérbolas, pardbolas, elipses

Ey
tipo de movimiento describe la particula. Si € = 0 entonces el movimiento es circular, si 0 < € < 1 entonces
el movimiento es eliptico, si € = 1 entonces el movimiento es parabdlico y si € > 1 entonces el movimiento es
hiperbdlico. En la Figura 3 pueden verse graficos paramétricos de r () para estas excentricidades mencionadas.
Consideremos ahora una érbita eliptica con un eje semi-mayor a y un eje semi-menor b que estd centrada en
(z,y) = (z0,0) como se muestra en la Figura 3. Vale entonces que:

y circulos. Ademas, definimos € = /1 — £ como la Excentricidad que es una cantidad que va a determinar que

r(0)=a+xo, r(7) =a—xo
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a—xyg= %

{a+m0 = 17

(z — o) y?
a? + b2 1
ay

Notemos que entonces tenemos que:



Esta es la excentricidad de la elipse expresada en término de sus ejes. Esto ademéas concluye con la Primera
Ley de Kepler que establece que las érbitas de los planetas son elipticas.
Consideremos ahora la velocidad aerolar:

dA L o
z [
— = dt = —dA
dt 2u - / / Lz
0 0
QMAT
L,

T es el periodo y Ar es el area que barre la particula en un periodo. Si asumimos que las orbitas son elipticas
(va que Kepler estaba interesado en las érbitas de los planetas y la Luna) entonces tenemos que:

:}T:

Te T
1—€e2’  J1—e2

Am?prea® L2

z

, T
L2 Vo

Ar = mab, a =

= P =ra = T?=

4
——a
Vo

Esta es la Tercera Ley de Kepler. Kepler not6 que habia una relacién lineal con los periodos cuadrados de
los planetas y sus ejes semi-mayores ciibicos. Ademads, notemos que si tomamos Vy = GM pu:

$T2:

42 4
=——a

GM

Kepler noté que todos los planetas tenian mas o menos la misma pendiente y con eso concluyé que la masa de
cada planeta es despreciable frente a la masa del sol.

T2

5. Movimiento Oscilatorio

5.1. Oscilaciones sin Disipacion

Vamos a suponer que tenemos un sistema con un grado de libertad ¢ que esta en equilibrio en ¢q - es decir - que
V' (q0) = 0. Entonces, vamos a estudiar el comportamiento del sistema si le hacemos un pequeno cambio a ¢ desde
qo:

V() =V (g0) + V' (q0) (¢ q0) + 5 ( w)°
=V (q0) + VT(qo) (q — %)2

Ya que V es la energia potencial estd definida a menos de una constante, por lo tanto puedo elegir V' / V (go) = 0.
Entonces:

Tomemos:

1 def

V' i (@0) ZVy, C=q—q

Entonces:

15



Potencial Armonico

Este es el famoso Potencial Arménico. Si VOH < 0 entonces el equilibrio gy es inestable y si VOH > 0 entonces
es estable. El Lagrangiano para este sistema es:

]. i ]_ "
L=gme =5V ¢

Generalicemos este problema para un sistema de n grados de libertad con una posicién de equilibrio ¢° =
(47,49, ....¢%) donde g—; (¢°) = 0. Consideremos a los vinculos esclerénomos y al potencial independiente de las
velocidades. Tomemos la energia cinética de 5:

or; Or;
ZMngquy ik — Zmz - -
]k

0q; " Oy,

Tomemos (; = ¢; — ¢j. Entonces:

ov 1 9’V
+;6—qj(q°) +223q]3qk ¢") (a5 — 45) (ax — ai)

=0

B _Za%a(ﬂc
def 1 Z kCng

q?) (Qk - qg)

Si tomamos la aproximacién de pequefias oscilaciones podemos tomar M,y (q) = M (qo) = M]Qk. Entonces, el

Lagrangiano del sistema es:

1 - 1
L= Z <§MkajCk - 5‘/}%@@)
ik

Notemos:

Z e (015G + 0ud;)

Jik

= ZM](‘)léj
J

5Cz

d 3£

oL 0

oG = > VG
J

Entonces, usando las ecuaciones de Lagrange (4) queda:

07 0
> (g — Vi) = 0w
J
Estas son n ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden. Lo bueno es que podemos tomar notacion

matricial y tomar J\if, % y ¢/ [ :} = M]Ol, [X:/] = Vﬁ y [C]j = (;. Entonces:
gl j
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El Lagrangiano con esta notacion es:
1 . T = . 1 =
L==¢""M-¢—=¢t-v.
e =S¢t
Propongamos la solucién ¢ = A exp (iwt):
== (‘:/fwzj\?) A=0
Entonces, si queremos hallar soluciones no triviales debemos pedir que:

det (I:/—w2l\z4> =0

Al calcular eso uno va a terminar con un polinomio de grado n para w? del cual puede hallar las soluciones para

w que van a ser los modos normales del sistema y de ahi se encuentran los valores de A que son los autovectores

del sistema.

Para lo siguiente vamos a usar una matriz cambio de base que nos simplifique un poco el problema. Para eso

vamos a necesitar usar tres propiedades de las matrices M y V:
1. Si M y V son reales y simétricas = w? y A son reales.
9. Si V es definida positiva — w € R.

3. Los autovectores AY) son ortogonales en la métrica M.

Tomemos A como la matriz cambio de base que estd compuesta por los autovectores en sus columnas. Como los

autovectores son ortogonales entre si en la métrica M entonces AT - M- A=1 = A-1= At AL

Calculos Auxiliares

1.

Notemos:

V-A® =207 AW

— 7oA, 11,

Z Z 2
- ‘/lejk = wlejAjk
J J
Si transponemos, conjugamos y usamos que V es simétrica y real entonces:

T
kj

{f/.jq - Fp‘*.f/T*Lj
= {/zﬂ*.ﬁ'}

kj

= Z Ap Vi
!

= ZATI.:VU = Zwi*Akolj
1 1

Notemos entonces que si hacemos Aj; (6) — A (7):
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DAV AR — Y ApRAnRVi = ARwi My A — Y Ajwit Af My

Lj Lj Lj i
=0
= (Wi —wi") D My Aj Az =0 (8)
Lj

Tomemos Aji = Bjr + i7jk:

= 0= (wp —wi*) Y My; (B — ivik) (Bjik + ;)

L,j

= (wf — w}*) > My; (BikBix + Ve Vi + i (BukYik — Bixmin))
l,j

Como M es simétrica entonces Bikvix = Bk y por lo tanto:

0= (wj —wi¥) Z (Bue My Bk + Ve Mijvjx)
L,j

= (w? — w}) <ﬂ1(k) M- B 4 4t®) L pf ,7(lc)>

M tiene que ser definida positiva ya que si no la energia cinética podria ser negativa, por lo tanto BWQ) M-
,B(k) >0y~ . M- ~%) > 0. Entonces la tinica forma de que eso de 0 es que w,% = w,%* Vk y la tnica forma

de que esto se cumpla es si w,% € R.
Q.E.D.

2.

Tomemos Ay (6):

Z VijAj Ay = Z My Ajrwi Ay

L,j L,y

> VA A

> oM A A
JRCRANG

T A 7. A®

ﬁwi:

Como M y V son definidas positivas entonces ambos el numerador y el denominador son positivos y entonces
wy, € RVE.
Q.E.D.

3.

Cambiemos el subindice | de la ecuacién (7) por un subindice v. Entonces tenemos:
* 2% A%
ZAuij = Zwk Ao My;
l l

Entonces de la misma forma que hicimos antes usemos la ecuacién (6) para llegar a la ecuacién (8) y obte-
ner:
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(Wi —wl*) > My A}, Aj = 0
L

Notemos que si no hay degeneracién entonces wi # w2*.

= ZMlezkijk =0
l7j

Entonces, como el sistema V.A® = w2M A® 1o es linealmente independiente, puedo despejar n — 1 ele-
mentos de A®) en funcién de algiun Al ) . Por lo tanto, puedo pedlr que A®T. 1. A® = 1. Si tomamos a M
como la métrica del espacio del sistema entonces tenemos que A Bt A® =1. Por lo tanto, los autovectores

son ortogonales en la métrica M.
Q.ED.

Ya que vamos a usar a M como métrica entonces el producto interno nos queda definido como v @ w =
vl - M- w, Vv, w. Tomemos n = A1 (= At 0T ¢. El Lagrangiano del sistema es:

71.1- = .711_ =
L=5¢"me-5¢ Vg
Notemos:
%g.ﬂczéhw AV NN A
1
_ Lot
2"7 n
ECT.f/.C:,CT.]\Zf.Z.jT.‘:/.j.jT.]\Z/.C
2 22— —

Tomemos Q = AT -V ;1, ya que si M =1 entonces ) es una matriz con los w,% en la diagonal. Entonces:

1. = 1 =
T v.oe=Znt Q.
2C V¢ 57 Q-n

1 1
o M= 5n n
Finalmente, hallamos el Lagrangiano para el sistema luego de hacer el cambio de base. A esta base se la llama
Base Propia y lo que logra el cambio de base es cambiar los tensores a unos méas simples: ¢ = n, M = 1y V — Q.

5.2. Oscilaciones con Disipacion

Ahora vamos a introducirle a las oscilaciones un término discipativo proporcional a la velocidad v. Ya que ahora
hay una fuerza que depende de la velocidad debemos introducir la fuerza generalizada a las ecuaciones de Lagrange:

d oL oL or; ‘ ‘ A
Y= _ 2= _ 0. — A R (O JES-S ) I S () S
Woq,  0g Qj, Q; = EZ F; ;" F,=-v"2& - v, 9,9 —v." 22

Tomemos:

A esta funcién se la llama la Funcién de Disipacién de Rayleigh. Tiene las siguientes propiedades:
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OF
Fi=-V,F,Qj=—7-
Q=51
4080 9L __oF
dt 8(]] qu 8(]]

Entonces, asumamos que u( D= 1/( D= yﬁ“ Vi y tomemos la matriz F tal que:
o Or; Or; 1.+ = .
Fi = p(® — F==(  -F-¢
I ; 0q; Oqi 2

Entonces, resolviendo las ecuaciones de Lagrange queda la ecuacion diferencial:

M-(+F-¢+V.¢=0

A esta matriz puede hacérsele el mismo cambio de base y queda una matriz con (¥ en la diagonal.

6. Cuerpo Rigido

Un Cuerpo Rigido es un objeto compuesto de infinitas particulas sometidas a ligaduras holonomas que man-
tienen la distancia entre ellas constantes. Es decir, sean r; y r; las posiciones de dos particulas distintas en un
cuerpo rigido entonces || r; — r; ||= cte.. Un cuerpo rigido en tres dimensiones tiene 6 grados de libertad: 3 de
posicién y 3 de rotaciéon. Vamos a llamar O al origen de coordenadas de posicién del cuerpo rigido y O al origen
de coordenadas de rotacion del cuerpo rigido. Ademés, vamos a usar las coordenadas cartesianas &, ¢ y Z para la
posicién y 1,, J y k para la rotacién. Tomemos:

’; 1(2‘ + CY2:';/ + a32
J=B1Z + Boy + B32
k=v2&+ vy + 132

a1 a2 Q3

Br B2 B
T2 )8

A

A ‘es una matriz cambio de base que nos lleva de las coordenadas de posicién a las de rotacién - es decir -

r = A-r. Ademds, esta matriz es una matriz propia y por lo tanto A~' = Af, detA = 1. A esta matriz usualmente
se la define usando la convencién de los Angulos de Euler. Esta es una convencién de dngulos que se utiliza para
describir las rotaciones de un cuerpo rigido. En la Figura 4 estdn esquematizados estos angulos. El primer paso
para pasar de las coordenadas de posicién a las de rotacién es rotar al cuerpo rigido un dngulo ¢ en 2. Al nuevo &
se lo llama Eje de Nodos y se lo nota como n. El siguiente paso es rotar al cuerpo rigido un dngulo ¢ en n. El
nuevo 2 es el k. Finalmente, el dltimo paso es rotar al cuerpo rigido un angulo % en k. Los nuevos f y Y son i y
3 respectivamente. Los dngulos ¢, € y ¥ van a elegirse convenientemente para aprovechar las posibles simetrias del
cuerpo rigido y simplificar el problema. La matriz cambio de base expresada en término de los angulos de Euler va
a ser el producto de cada una de estas rotaciones, es decir:

_ cos(¢) sin(¢p) O 1 0 0 cos(¢) sin(yp) O
A= —sin(¢) cos(¢p) 0 |-| 0O cos(d) sin(f) |-| —sin(yp) cos ( ) 0
0 0 1 0 —sin(0) cos(6) 0 1

cos (¢) cos (1) — sin (¢) cos (0) sin (¢) sin (¢) cos (1) + cos (¢) cos (6 ) cos (1)  sin (6)sin ()

= | —cos(¢)sin(¢) —sin (¢p) cos (0) cos () —sin (@) sin (1) 4 cos (@) cos (6) cos (¢)  sin (0) cos (¢)

sin (¢) sin () —cos (¢) sin (6) cos (6)

De esta forma a cualquier punto del cuerpo rigido lo podemos expresar como r = R + r/, donde R es el vector
de posiciéon del cuerpo rigido y r es el vector dentro del cuerpo rigido que indica la posiciéon del punto en cuestién.
R es el vector de traslacion del cuerpo rigido y = el de rotacién. Notemos:
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Figura 4: Esquema de los angulos de Euler.

dr = dR + dr’
=dR+d¢p x 1

Entonces, para un punto P vale que:

Ecuacion Cinematica del Cuerpo Rigido

vp =V + QA XTHp

Ademas, vale que € es independiente del sistema de referencia. Consideremos dos puntos Py Q:
vp =vQ +Qq XTQP, To'p =Toq tTQP
= vp =vVy + QO' X (rO'Q —|—er)
=vQ + QO' XrqQp
— QQ X T‘QP = QO/ X ’r‘QP
= QQ = QO/

Ya que esto vale para cualquier punto () entonces queda demostrado que €2 no depende del sistema de referencia.
. ’ . JOR 7 . 7 /
Consideremos ahora la energia cinética del cuerpo rigido centrandonos en el centro de masa O :
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N
I

p(r) | v(r) | &*r

N | =

p (”) lver +Qx 7 |2 d*

\ [HL [1]\
N

DN | =

P (r) (|| venr |2 4200 - Qx4+ || Q2 x 7 ||2) &

NS

’ ’ ’ 1 ’ ’ ’
M || vem ||2+UCM~ﬂx/rp(r)d3r +/§p(r)|\ﬂ><r |? d3r

[1
U]

| xr |2 = Q% %sin? ()
= 022 (1 — cos® (0))

A 2
2.2 (Qr)
=Q°r 1—7927,,2

’ ’7 2
— 0% - (Q r )
=)0 26 — > Q0
gk 4.k

= ZQij (T/Qéjk — 7“;7“;€>

Jik

1 1 ’ ’ ’ ’ ’
= T = §M | venr | +5 jzk:Qij /p ('r ) (7“ 255k — rjrk) d*r

[1]

Definimos el Tensor de Inercia como la matriz I tal que:

Lk = /P (7"/) (r/Qéjk — r;-r;c) a3

1 1 =
— T:in?;M+§QT.I.Q
Vale que Tes simétrica, definida positiva y diagonalizable si se toma el sistema de coordenadas adecuado. Ademés,

el Teorema de Steiner (que no vamos a demostrar) establece cémo cambia el tensor de inercia si consideremos
. . !
un sistema de coordenadas cuyo origen es P # O :
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Teorema de Steiner

O/
1Y) = MR%j;, — MR;Rj, + Ij( )

Consideremos ahora el momento angular del cuerpo rigido centrandonos en O:

Lo= [ p(r)r x vd®r

M

p(r) (R—l— rl) X (’ch + Q x r,> &r

’

=R X Mvey + R X Qx/r,p(r)d?’r —|—/r'p(r)d3r xvoym + [ p(r) x (Qxr)dr

=0 =0 =Lcum
=Rxp+Lcom

Llamamos a R X p el Momento Angular Orbital y a Loy, lo llamamos Espin. Hallemos el espin centrdandonos
en el centro de masa O :

p(r)r x vd®r

Loy =

p(r)r xvoyud®r + [ p(r)r x (@ xr)d®r

1

I
[I]\ [I]\ [I]\

p(r) rdr X vt + /p@«) 7|2 QL d

|

=0

pr) |l | (2 - )

p ()1 (Q— Q’Tf> d3r

I
M M M~

Q= () r=> (UYr?—(2-7)r;)
J
= ZQjTQ — Z Qprer;
J Jik
= ZQk (T‘Q(Sjk — Tij)

Jik
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= Loy = Z Qk/p(fr) (rzéjk — TgTy) d®r
ik %

=> I,
k
7. Q

Para finalizar consideremos que el cuerpo rigido es sometido a fuerzas conservativas. Por lo tanto, el cuerpo rigido
estd sometido a un potencial V. Debemos considerar que ya que el cuerpo rigido esta rotando entonces podemos
tomar como sistema de coordenadas a O pero entonces debemos considerar que el tensor de inercia no es diagonal
y varia en el tiempo. Sin embargo, si tomamos el sistema de coordenadas O’ con los versores en los ejes principales
del cuerpo rigido entonces el tensor de inercia es diagonal y constante pero debemos considerar que estamos en un
sistema no inercial y por lo tanto van a aparecer fuerzas inerciales. Tomemos esta tiltima opcién ya que es mas
simple. Por lo tanto:

1
£=5(119§+IQQ§+13Q§)—V
AL 1o
datoq,; 7

oL
W:_(Il_Ik)ngk-l_T]
J

Por lo tanto, usando las ecuaciones de Lagrange (4) hallamos que:

Ecuaciones de Euler

=LY + (I3 — I2) Q293

T9 = IQQQ + (Il - I3) 9193
73 = I3€)3 + (.[2 - .[1) 2109

Estas son las Ecuaciones de Euler.

7. Mecanica Hamiltoniana

7.1. Ecuaciones Candnicas de Hamilton y Transformaciones Candnicas

En la mecanica Lagrangiana trabajamos con coordenadas generalizadas q y ¢. Al espacio de estas coordenadas
se lo llama el Espacio de Configuraciones. En la mecdnica Hamiltoniana vamos a trabajar con el Espacio de
Fases que utiliza las coordenadas ¢ y p. Notemos:

sz%‘pj—ﬁ
J

dH =" (¢dp; + p;jdg;) — dL
J

OH OH OH
= zj: <@dpj + a_C]dej> + Edt



Como gTE = p; entonces tenemos:
J

Ecuaciones Canodnicas de Hamilton

Para la mecanica Hamiltoniana vamos a trabajar con el Hamiltoniano que se relaciona con el Lagrangiano

mediante esas ecuaciones. Estas ecuaciones se llaman Ecuaciones Canénicas de Hamilton. Notemos que el

d’H M
Hamiltoniano cumple que =5

Consideremos ahora otro cambio de variables. Vamos a considerarlo una transformacién canénica con Hamilto-
niano K. Ya que la transformacion es candnica cumple que:

. 0K . oK
Q_a_P’P__%

El objetivo de hacer esto es simplificar las ecuaciones de Hamilton. Ya que el Lagrangiano estd definido a menos
de una constante podemos tomar a este cambio de variables tal que:

qupj H= ZQJP IC+d—F (9)

donde F' es una funcién elegida a conveniencia. Vamos a llamar a esta funcién la Funcion Generatriz. Hay cua-
tro funciones generatrices que se pueden usar y que se definen por sus dependencia asi: Fi (¢, @,t), F> (q, P,t), F3(Q, P,t)
y Fy(p, P,t). En base a estas funciones se utilizan transformadas de Legendre de las mismas para simplificar las
cuentas, hay cuatro que suelen usarse que son:

F=F
F:FQ_ZijP]
F=Fs+34ip;
F=F+3% (ijj—Qij)

De cada una de estas transformaciones puede calcularse E v pidiendo que se cumpla la igualdad 9 se despejan
las coordenadas, que van a quedar en funcién de las funcmnes generatrlces Luego uno usa las funciones generatrices
que le convengan, algunas que suelen usarse (y que tienen nombre) son:

Fy =3%,4;Q; Transformacién de Intercambio
Fy =3 ,q;P; Transformacién de Identidad
=5 ; [iP;  Transformacion Puntual

En esta ultima transformacién se utilizan funciones f; independientes de ¢; y t.
Veamos el caso de los que se llaman Transformaciones Infinitesimales. Tomemos:

Q _q]+6qj7 p]+6p]7lc H+6H

Usemos entonces la transformacién de identidad de F» méas un pequefio cambio e:

Fy=Y qjPj+eG, F =Y ¢Pj+eG—) Q;P
j i i
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oF F- OF oF
(a 8QQ>+€%

oG . . oG
<(P +€ > +<q]'+€a[)ij>PijQj>+€at

(9):>Z((pj—Pj—ng)q]‘—(Qj-FEgg—Qj>P) (H K+€8act;>:0

J

pj=Pj+egy

K=H+e
_ . 0G
0g; €op;
_ oG
T
5%—6@

Notemos que entonces si tomamos G = H y € = dt tenemos:

(Sq]' = dq]‘, 5pj = dpj, OH =dH
Esto significa que la transformacion es un cambio infinitesimal en el tiempo del sistema. Por lo tanto, puede
describirse la evolucién del sistema como una sucesion de infinitas transformaciones infinitesimales.
7.2. Transformaciéon Simpléctica

Definamos una coordenada (; con j € [1, 211:} tal que (j = ¢;, Cnt+; = P A esta notacién la llamamos Notacién
Simpléctica. Tomemos también una matriz J € R2nx2n que esté compuesta por cuatro matrices de n X n en sus

“cuadrantes”™: la matriz 1 en el primer cuadrante, la matriz 0 en el segundo y cuarto cuadrante y la matriz —1 en
el tercer cuadrante. Esta matriz cumple:

JJ=—1,Jt=Jt=_J

Usemos ahora el Principio de Hamilton con el Hamiltoniano:

ty

S:/Edt

ti

ty
= / Zdjpj -
J

t;
ty
— [ Gy~ |t
t; J
ty
55:5/ D iy —H | dt=0
ti J

0 .
dt% ;cjcnﬂ— a6 ijcjcw—fﬂ =0
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Estas son las Ecuaciones de Hamilton.
Definimos a una Matriz Simpléctica M como una matriz que cumple la Condicién Simpléctica:

Notemos:

El orden de las matrices M y M no afecta. También vale lo siguiente:

det (47) det (7). (37) = der{7)
= det? (]\?) =1

No sé de qué sirve saber esto pero bue.

Una propiedad de las transformaciones canénicas es que conservan el volumen del espacio. Es decir, el volumen
en el espacio de fases que forman ¢ y p es el mismo que el volumen en el espacio de fases que forman @ y P. Otra
cosa que es constante en una trayectoria es la Invariante Integral de Poincaré:

=y [

Ya que el volumen en el espacio de fases se conserva eso significa que mientras el nimero de particulas en el
sistema no cambie entonces la densidad de particulas del sistema es invariante frente a transformaciones canodnicas.
Este es el Teorema de Liouville:

dp

ot

Veamos ahora el formalismo de los Corchetes de Poisson. Sean U y V dos funciones de g; y p; se definen los
corchetes de Poisson como:

=0

ou oV ou oV
=5 (505, 50, 0.)

Esta nueva operacién cumple con las siguientes propiedades:
L (@i, H] = di, [pi, H] = pi

2. [gi,qx] = [pispk] =0

3. [¢i:pr] = — [pis aw] = dix

4. q;, U] = ng,Jia [pi, U] = gg
5. [U(g,p),V(g,p)] =[U(Q,P),V(Q,P)
6. [U,V]=—[V,U]

7. [U,U] =0
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8. [aU + BV, W] = a[U, W]+ B[V, W]
9. [U,[V,W]] = [V, [W,U]] + [W, [U, V]]
10. [UH] =492 — 2L

Los corchetes de Poisson definen un dlgebra de Lie, al igual que el producto vectorial y el conmutador de matrices.
Notemos que los corchetes de Poisson son una forma directa de hallar constantes de movimiento, ya que si [¢;, H] =
0 = (; = cte..

8. Teoria de Hamilton-Jacobi

8.1. La Funcidn Principal de Hamilton

En esta secciéon vamos a buscarsin alguna transformacién que nos lleve de las coordenadas generalizadas a
coordenadas que sean constantes de movimiento del sistema. Vamos a considerar C = 0 con una generatriz F» = S.
A esta funcién la llamamos Funcién Principal de Hamilton. Usando la Ecuacién 9 notemos que:

. . ds
S=> (4P —Q;P)), qupj—H=ZQij+E
i i i

ds . ) . a8
— =Y (P4 + (¢ — Q) P — PiQ;) + -
de 7 ot
oS oS oS
= pj_Pj_a_qj’Qj:qua_Pj’H:_E

Entonces:

Esta es la Ecuacion de Hamilton-Jacobi. De esta ecuacién pueden despejarse @@ y P. Una forma usual de
resolver esta ecuacién es usando la Funcién Caracteristica de Hamilton W (g, P). Tomemos:

S(qapvt):W(Q7P)_Plt

oS
o~ h
— H:_Pl

Esta funcién explota el hecho de que el Hamiltoniano es una cantidad conservada y por lo tanto asigna a una
de las coordenadas P; = H. Como P = () = 0 entonces:

ds oS . 08
@ =20, o

=>S:/£dt

La funcién principal de Hamilton es la accion.
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8.2. Variables de Angulo-Accién

Definimos a la Variable de Accién y como J = $pdg y a la Variable de Angulo como 6 = %—V}/. Podemos
usar estas variables como coordenadas generalizadas del sistema. Notemos:

. OH . OH
b=%7="7= % ="
v es la frecuencia del sistema. Notemos:
o0
A0 =P —d
55 g1

_yg W .

=¥ 9q071
0 ow

—%¢EW

0
—5§I§pdq

oJ

~aJ
=1

9. Relatividad Especial

Definimos (vagamente) un Sistema Inercial como un sistema donde valen las leyes de Newton. Cualquier
. . . . . . . . . ’
sistema que se mueva a velocidad constante es un sistema inercial. Consideremos dos sistemas inerciales O y O
donde O’ se mueve a velocidad v en el sistema O. Entonces:

Transformacion de Galileo

Esta conversién de un sistema a otro se llama la Transformacién de Galileo. El Postulado de Equivalencia
establece que las leyes fisicas deben expresarse de igual manera para distintos sistemas inerciales - es decir - las
leyes fisicas son Covariantes frente a transformaciones de coordenadas. En la época de Einstein ya se sabia que la
velocidad de la luz era constante para todos los sistemas inerciales lo cual es incompatible con la transformacién de
Galileo. Los fisicos de la época consideraron la posibilidad de que la luz se propague por un medio llamado Eter
pero nunca pudo demostrarse su existencia. Einstein propuso otra transformacién compatible con la covarianza de
las ecuaciones de Maxwell.

Busquemos la transformacion que sea compatible con:

22 4 y? 422 = 22
2?4 y? 42 =22

Resulta que la transformacién compatible es:

Transformacion de Lorentz

1
donde 8 =% yv= (1 — 52) 2. Esta transformacion se conoce como la Transformacién de Lorentz. Para
simplificar consideremos que la velocidad del sistema O’ en O es vz. Entonces:
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/

r =z
v =y

2 =7 (z—ot)
t=n(t— %)

Minkowski ademés generaliz6 el concepto de espacio al Espacio-Tiempo usando:
(.’E, Y, z, ZCt) = (xlv x2,I3, 254)
== x%—i—xg—l—w%—kmi = cte.

Por lo tanto, a las transformaciones de Lorentz las podemos considerar como rotaciones en el espacio-tiempo:

/

i

x =L -x

1 0 0 0

= 0 1 0 0
=109 v iBy
0 0 —ify ~

y usar la Métrica de Minkowski o Tensor de Riemann:

~—

para v = vZ. Si no, puede usarse x = (z,v, 2, ct

100 O
= 0 1.0 O
G = 0 01 O
0 00 -1

Se definen los Vectores Covariantes y Vectores Contravariantes como los vectores con subindices y su-
praindices respectivamente que cumplen que:

Ag=A% Ay = —A', Ay = — A2, Ay = — A3

2 2

— a2’ =t -2t -yt -2

2
=z |
tomando x = (ct, x,y, ). A un vector x( lo llamamos Suceso, ya que determina la posicién e instante de algo. A
la trayectoria de una particula en el espacio-tiempo la llamamos Linea de Universo y al vector z,, = (ict, z,y, 2)

lo llamamos Vector Universo. Definimos también al Tiempo Propio como d7 = %. Esta cantidad es importante
ya que es invariante frente a transformaciones de Lorentz. Notemos:

1 [dz? dy?  dz?
=dt* (1 - =< (- 4+ = + —
(-5 ()
2
:(1—U2>dt2
c

dr dr 1

dt — dt’ 5
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= dt =ydr

A este fenémeno se lo llama Dilatacién Temporal. Un fenémeno similar es el de Contraccién de Longitud
donde L' = % Este fenémeno tiene la consecuencia de que eventos que son simultaneos en un sistema de referencia
no lo son en otros.

Definimos al cuadrivector velocidad y densidad de corriente como:

UN:(dm dy dz . dt

E, 57 dT,ZCdT> 5 J:U' = (Jx,Jy,JZ,ZCp)

dJ 0
L) e= V. J=-2F
dz,, ot
Se cumple la conservacién de carga. Tomemos al potencial electromagnético como A, = (Aw,Ay,Az,z'%) y

definamos la Fuerza de Minkowski como K, = % (mU,). Entonces, la fuerza del campo electromagnético es:

Fi=q(E+v-B)

:q<_ 9 (V_U.A)_dAi>

81‘1' dt
=\ 5 I,Al.
7<8$i (UuAp) + dT)
0 dA,
— Kl/ =4q <8$u (UNAN) — dT )
= K, :7Fu

Tomemos p,, = mU,, como el cuadrivector momento lineal. Entonces:

_ dpu
m dr

Notemos:

>
kS
I
s
=

3}

N —
3
=
T o
N———

/T/—\
N |

3

Q

(V]
"

= Sl §le =

= K, U, =~F - -v+icKy
=0

_d 2
== F'v—dT('ymc)

Como F - v es el trabajo por unidad de tiempo entonces ymc? es la energia. Es decir:
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E = ymc?

Sive:

Ex~m+T
siv=0:

E = mdc?

Esta es la Energia en Reposo. Es la energia que un cuerpo tiene atin en reposo. Definimos la energia cinética
relativista como:

T = ymc?

Por lo tanto, el Lagrangiano relativista es (definido a menos una constante):

L=—\1-pm? -V

Resolvamos las ecuaciones de Lagrange (4):

o,
g~ md
=p
oL /
A v

dq

H=¢gp—L
1
= ymg®> + —mc> +V
Y
=ymc2 +V
m2§2c?

p202+m204: +m204+V

1-p2

q2
:m02<1—52+62>

_ ch (7202)

= (yme?)’
— T2

= T = /p%c2 + m2c?
= H=+/p*E+m2c*+V
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