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1. Primer Parcial Segundo Cuatrimestre, 2018

1.1. Ejercicio 1

Sean m,n,s € Ny sea {e1, e, e3} la base canénica de R3. Tenemos un producto de matrices C = AB del que
sabemos los siguiente hechos:

= A=RMX"y B = RO,
s de=(1 1 0) 4e,=(0 1 1) yde,=(1 0 1)".
= dim (Nu (C)) = dim (Im (C)) = 2.

(a) Hallar los valores de m, n y s.

(b) Probar que si Nu(A) = {0} entonces Nu (B) = Nu (AB).

(c) Hallar el rango de B.

1.1.1. (a)

Ya que e; € R? y Ae; € R? entonces A € R3*3, Por lo tanto, m = n = 3. Por teorema de la dimensién sabemos
que s = dim (Im (C)) + dim (Nu (C)), ya que C' € R3**. Entonces, s = 4.
1.1.2. (b)

Notemos que Vv € Nu(B) = v € Nu(AB). Esto vale ya que si v € Nu(B) entonces Bv = 0. Por lo tanto,
ABv =0y v € Nu(AB). Veamos entonces que fv € Nu (AB) A v ¢ Nu(B). Tomemos y = Bv. Como v ¢ Nu (B)
entonces y # 0. Notemos:

ABv = Ay
=0

Entonces, y € Nu (4). Sin embargo, como Nu (A) = {0} esto es absurdo. Entonces, demostramos que v € Nu (AB)A
v ¢ Nu(B). Por lo tanto, Nu (B) = Nu (AB).
1.1.3. (¢

Sabemos que B € R**#. También, como Nu (A) = {0} sabemos que Nu (B) = Nu (AB). Sabemos que Nu (AB) =
2, asi que Nu (B) = 2. Ya que dim (B) = 4 entonces por teorema de la dimensién rg (B) = 2.

1.2. Ejercicio 2

Notemos wyy, con 0 < k < n, a algin vector en R™ para cual (w(k))i =0sii<k,y (w(k))i #0sii>k, es

decir, las primeras k componentes de w() son nulas y las restantes n — k no lo son.

(a) Para cualquier n > 2,0 <1 <ny0<m< n, probar que la matriz v(l)zzrm) tiene factorizacion LU sin pivoteo
siy solo sil < m.

(b) Para el caso n > 3 y I > m, hallar dos factorizaciones LU distintas con pivoteo de v(l)zgm).
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1.2.1. (a)

Para que una matriz admita factorizacién LU sin pivoteo es necesario que admita eliminacién gaussiana sin
pivoteo. Esto significa que al triangular queden todos ceros debajo de la diagonal. Veamos cémo se ve la matriz:

P [ O ( f 5t )
Y% (m) ( a) ) Omxt Z(m)
- Orxm le(nfm)
O(n—1)xm f)m?zm)
donde v € Ry Z(m) € R"™™ son los vectores v(;) y 2(m) sin los ceros. Notemos que entonces ﬁ(l)égm) €

R(=Dx(n=m) con elementos no nulos. Sil > m entonces f’(l)égm) es una matriz “horizontal” (que tiene mds columnas

que filas) y entonces no va a poder diagonalizarse sin pivoteo ya que al recorrer la diagonal va a llegar un punto
donde lleguemos a la (m + 1)-ésima columna que va a tener un cero en la diagonal, I — m — 1 ceros debajo de
la diagonal y luego n — [ términos no nulos que no van a poder eliminarse triangulando (porque hay un cero en
la diagonal). En cambio si I < m entonces ﬁ(l)igm) es una matriz “vertical” (que tiene més filas que columnas) y
entonces puede diagonalizarse sin pivoteo ya que al llegar a la (I 4+ 1)-ésima columna esta va a tener un coeficiente

no nulo en la diagonal, m — [ — 1 coeficientes no nulos por encima de la diagonal y n — m coeficientes no nulos por
debajo. Los términos por encima de la diagonal no molestan y los que estan debajo pueden diagonalizarse con el
coeficiente no nulo de la diagonal.

1.2.2. (b)

Este ejercicio es una poronga. Es mads pictérico que nada y no refleja ningin tipo de comprension de algiun
concepto relevante de la materia. No se qué pensaban los docentes cuando hicieron este ejercicio. Mira lo que puse
en el inciso anterior. Es un asco, stper palabroso para decir algo que solo refleja que supe ver qué forma tiene la
matriz.

1.3. Ejercicio 3
Sean A € R™*"™ una matriz inversible (no necesariamente simétrica), u € R", u #0y A € R.

(a) Probar que AATA es definida positiva si y solo si A > 0.

NATA Af
A 2(H+uuf)

A

(b) Probar que si A > 0 entonces la matriz

es simétrica definida positiva.

1.3.1. (a)

Notemos:

ot (A\ATA) 2 = X (A2)T (Az)
= A Az |?

Como A es inversible sabemos que Ax # 0Vx # 0 asi que es definida positiva si y solo si A > 0.



1.3.2. (b)

Tomemos v! = ( zt gyt ), v € R?™, v #0, 2,y € R”. Notemos que z e y pueden ser nulos pero no ambos al
mismo tiempo. Entonces:

AATA Al ATA Al -
’UT < A 2(H+uuf) )U = ( xT yT ) ( A 2(]I+uuf) > ( Yy )

A A

= ( oTAATA +yfA 2TAT + %yT (]IJruuT) ) ( z )

2
= o' NATAz + yT Az +2TATy + XyT (]I + uuT) y
>0
2 2
> 2y Az + X@+ XyTuuTy
>0
+ 2 + 2
> 2y"Ax + N (y u)
——
>0
> 2yt Az

Para demostrar que la matriz es definida positiva veamos que es simétrica y que admite factorizacion de Cholesky.
Que es simétrica es facil de ver a simple vista. Veamos que existen L, Lo, Ly € R™*" triangulares inferiores tales

que:
AiA- AT N (L0 Lt Ll
A 2(H+}7\Ju) - LQ L3 0 ng

_( I} Ly L}
Lyl LoLb + LsLd

Notemos que como A > 0 entonces AATA e simétrica definida positiva. Por lo tanto, tiene factorizacién de Cholesky
LlLJ{. De alli se puede despejar Ly usando que AT = LlL;, ya que sabemos que L es no singular porque proviene
de la factorizacién de Cholesky de AATA. Notemos:

2 (I + uuf)
A
Llamemos a esta matriz B. Notemos que B es simétrica, asi que veamos que es definida positiva:

— LoLh = LsL}

T i
xf (2 (H —;uu ) — LgLE) T = xT72 (]I —:uu ).T — xTLgL;m

2 2 2
=5 | x| +X ( Tu) - xTLzL;x

Notemos:



xTLgL;x =gl (Ll_lAT)T (Ll_lAT) T
=2t ALT L Al

=zfA (LlLD_l Az

2T A (AATA) T Al
= %ﬁAA*lAHATx

el

A

2(I f 2
aﬂ<<+w)—L¢Qx—§an+§@mf”x”

A A
[z * , 2 2
= DN + N (a:Tu)
—
>0 >0
>0

Entonces, B es simétrica definida positiva y existe su factorizaciéon de Cholesky B = Lng.

1.4. Ejercicio 4

1 2 1 x 0 X
a) SeaA=| 1 1 1 | € R3*3 Hallar un vector v € R3 tal quesi H = I— 2uul yogulte HA = X x x|,
ufu
1 1 2 x 0 x
es decir (HA),, = (HA)4, = 0.

(b) Sea @ € R™*"™ ortogonal y simétrica, calcular Q™ para cualquier n € Z.
(c) Sea @ € R™*™ ortogonal y antisimétrica, calcular Q™ para cualquier n € Z.

(d) Sea H € R™™"™ una reflexién de Householder y G (f) € R™*™ una rotacién de Givens de dngulo §. Calcular
H2018 y (2018,

(e) Sea A € R™™™ y sea A = QR una factorizaciéon QR de A. Hallar una factorizacién LU (L con unos en la
diagonal) de A A.

1.4.1. (a)
Notemos:
hy
H= h; 5 A= ( ay az as )
hT
3

CJ(HA), = hJ{a2
| (HA)3, = h;r’,a2

2
Queremos que hy y ho sean vectores ortogonales a as = 1 ]. Notemos:
1
2 ()
hi = €; — v u
ufu



A
) (1)
_ ) 2w
= a; - u'a;
=0
2¢() )
ulu uTa]— = ajZ
Entonces:
2;*;;) ulag =2
251(2) ulay =1
u®
.. m =
Propongamos:
2a
u = b
a
4a
m(5a+b) =2

-.10a% +4ab— 20> =0

Tomemos a = 1:

10+ 4b— 20> =0

b=vV6+1
2
Finalmente, obtenemos que u = V6+1 |. Lo chequee en Mathematica y da lo que tiene que dar. Reitero, no
1

se que pensaban los docentes cuando armaron este parcial.

1.4.2. (b)

Como Q es ortogonal sabemos que Q! = Qf y como es simétrica sabemos que QT = Q. Por lo tanto:

I nj2
1.4.3. (¢
Como Q es ortogonal sabemos que Q! = Q' y como es antisimétrica sabemos que Qf = —Q. Por lo tanto:

Q n=1 mébd
-I n=2 mdd
—@Q n=3 mdd
I n=0 mbd



1.4.4. (d)

Sabemos que tanto las matrices de Householder como las de Givens son matrices ortogonales. Ademas, las
matrices de Householder son simétricas asi que podemos usar lo que vimos en el inciso (b) para concluir que
H?018 — 1. Las matrices de Givens son antisimétricas, asi que podemos usar lo que vimos en el inciso (c) para
concluir que G2018 = .

1.4.5. (e)
Notemos
ATA = R'QTQR
=R'R
Ya que R es una matriz triangular superior entonces R es triangular inferior. Tomemos entonces:
L=RID™!
U=DR

donde D son los valores de la diagonal de R. Esto lo hacemos para que L tenga unos en la diagonal y es valido
porque sabemos que R no tiene ceros en la diagonal.

2. Segundo Parcial Primer Cuatrimestre, 2019

2.1. Ejercicio 1

Sean € Ny sea A € R"*" que cumple:

AA-T)?=0,(A-1)>£0, A(A=1) £0
(a) Probar que si A es autovalor de A entonces A =00 A = 1.
(b) Probar que A es no diagonalizable.
(c) Para todo k € Nk > 3, expresar A* como una combinacién lineal de A y A2
(d) Para n = 3 dar un ejemplo de una matriz A con las condiciones dadas.

2.1.1. (a)

Consideremos v un autovector de A con autovalor asociado A. Notemos:

AA-T v=A(A-D)(A-Dwv
=AA-1)(Av —v)
—AA-Dov(A-1)
=Av(A—1)°
=Ax(A—1)%v
=0
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2.1.2. (b)

A es diagonalizable si y solo si sus autovectores forman una base de R™. Entonces, queremos ver que los
autovectores de A no forman una base. Sabemos que los tnicos dos autovalores de A son A = 1y A = 0, y

ademads sabemos que los autovectores asociados a A = 1 son linealmente independientes a los autovectores asociados
aA=0.

2.1.3. (c)

A(A-T)> = A (A2 - 24 +1)
=A% —24%4 A
=0

AP =24% A

.'.A4:2A3—A2
=4A% — 24 — A?
=342 -24

s AS =343 — 242
=4A% — 34

Entonces, propongamos A¥ = (k — 1) A% — (k — 2) AVk > 3. Demostremos esto por induccién. Para k = 3 ya vimos
que es vélido,asi que tomemos A* = (k — 1) A2 — (k — 2) A y veamos que A" ! = kA% — (kK —1) A:

Ak+1:AkA
=((k—1)A*—(k—2)A4) A
=(k—1)A% - (k—2) A?
=(k—1) (24> - A) — (k—2) A?
= JkA? — kA — 247 + A — kAT + 247
=kA?—(E-1)A

2.1.4. (d)

Propongamos A diagonal superior para simplificar las cuentas. Ya que sabemos que sus autovalores son A\ = 1
vy A = 0 entonces propongamos:

1 a b
A= 0 1 ¢
0 0 O

Ya que la diagonal de una matriz triangular son sus autovalores. Notemos:



1 a b 0 a b 0 a b
AA-T?*=]0 1 ¢ 00 ¢ 00 ¢
0 0 0 00 -1 0 0 -1
1 a b 0 0 ac—b
=10 1 ¢ 0 0 —c
0 0 0 0 0 1
0 0 0
=10 0 0
0 0 0
1 a b 0 a
AA-T)=| 0 1 ¢ 0 0 ¢
0 0 0 0 0 -1
0 a ac
=0 0 O
0 0 O
#0
0 a b 0 a
A-T1*=|0 0 ¢ 0 0
00 -1 0 0 -1
0 0 ac—0>
=10 0 —c
0 0 1
#0
Entonces, tomemos a =1y b=c=0:
1 1 0
A= 0 1 0
0 0 0
01 0 0 0 O
CAA-T?=0,AA-D)=| 0 0 0 |£0,(A-D*=| 0 0 0 | #£0
0 0 0 0 0 1

A cumple con las condiciones de la consigna.

2.2. Ejercicio 2
Sea A = ULV una descomposicién en valores singulares de A € R™*" donde 1g (A) = 7. Sea:
U= ( wp U ... Up, ),VZ ( vi U2 ... Up ), ¥ =diag(o1,02,...,0,)

(a) Probar que A =31, awivg. Sugerencia: Si A,B € R™*" A = B siy solo si Az = BxVx € I' una base de
R™.

(b) Sea k € {1,2,...,r — 1} definimos Ay = Zle aiuivj. Probar que || A — Ay [|2= okt1.

10



2.2.1. (a)

A=UxVT
:(u1 Uy ... um)diag(01,027...,ar)(v1 Vo ... Up )T
UT
1
vl
:(01u1 ooy ... opur 0 .. O) ;
ol

r
= E O"U'UT
- A

i=1

2.2.2. (b)
T k
A—-A,= Z aiuw: — Z Uiuiv;r
i=1 i=1
T
= Z Jiuﬂ);r
i=k+1
A-—A
A=A lo= mix 1AZADT]
TER™ /2#£0 Iz |2
_ | Z;‘A:k+1 Uiuivgx ll2
2ER™ /20 [P
Tomemos:

n
Tr = E QU
=1
ya que las columnas de V' forman una base de R™. Entonces:

| A A= o Nz 2 josuvlv; |l
Ay fly=m
oj€R | 2201 05 [l

ks 2 iy [l

= ma
o €R I325—1 2505 2
— méx || ZLW ;oiu; |2

n
a;eR || Zj:l a;v; [|2
Ya que 0; > 041 Vi entonces conviene maximizar el elemento asociado a o41. Por lo tanto, tomemos a; = d;(x11):

_ | okprugsa 2
| A=Ay 2=
| vkt 2

= |Okt1]

= 0k+1

11



2.3. Ejercicio 3

Sean A € R™*"™ b e R™ m > ny p € R una constante positiva. Se desea resolver las ecuaciones normales
At Az = ATb mediante el siguiente esquema iterativo dado un (%) inicial:

2D =30 1 (ATA+ 1) AT (b= 4eM) ke Ny

(a) Probar que si el esquema iterativo converge resuleve el problema de las ecuaciones normales. Determinar cuél
es la matriz que gobierna la iteracién.

(b) Sea rg(A) = r < n probar que para cualquier g > 0 el esquema converge si y solo si r = n. Sugerencia:
Considerando A = UX V' su descomposicién en valores singulares reescribir la matriz que gobierna la iteracion
como VDV (con D diagonal) y luego calcular sus autovalores.

2.3.1. (a)

Notemos:

gD = (k) (ATA + ,u]I)_l Af (b — Aac(k)>
— o®) — (ATA 4 1)~ ATA2®) — (ATA 4 1)~ Ab
= (1= (AtA+ 1) ATA) ) — (ATA+ 1) " AT

-7 =cC
=Tz® 4 ¢

Entonces, como la sucesién tiene la forma lineal sabemos que si converge entonces converge a la solucién del sistema.
La matriz que gobierna la iteracion es T'=1 — (ATA + ,u]I) ~hATA.
2.3.2. (b)

Usemos la sugerencia y consideremos A = UXVT su descomposicién en valores singulares. Entonces, sabemos que
V € R™" es la matriz que diagonaliza la matriz AT A. Por lo tanto, ATA = VDV donde D es una matriz diagonal
con los autovalores \; = o7 en la diagonal. Ya que A es de rango r entonces D = diag (057057 ..,02,0,. O) €
R™ " La cantidad de ceros en la diagonal de D es n — r. Notemos:

T=T— (ATA+pul) " ATA

—1— (VDVT 4 1)~ VDV?
:H—(VDVTJruV]IVT) 'vpvT
:H—(VD—i—u]IVT) 'vpvi
—1-V(D+ul) ' VivDyf
=1—-V(D+ul)~' DVT
:V(}L(Dﬂdl)*lp)vT

A A A,
:VTdiag(l— LR ,...,1—,1,...,1>VT
AL+ A2+ p A+

La cantidad de unos de en la matriz diagonal es n —r. Notemos entonces que los primeros r autovalores son menores
que 1 y positivos, ya que 0 < < 1 debido a que i > 0y que A\; > 0Vi. Para que la sucesiéon converja es necesario

i +/L
que p(T) < 1y esto es lo mismo que pedir que el valor absoluto del mayor autovalor sea menor que 1. Entonces,

notemos que si 7 = n entonces esto se cumple pero si 7 < n esto no se cumple, ya que hay n — r autovalores de
valor 1.

12



3. Primer Parcial Primer Cuatrimestre, 2019

3.1. Ejercicio 1

Sea A € R"*™ determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Demostrar las que sean
verdaderas, encontrar un contraejemplo para las que sean falsas.

(a

(b) Si A2+ A —1 =0 entonces A es inversible.

Si A2 +1 = 0 entonces n es par.

(
(d
(e

3.1.1. (a)
Verdadero. Si A% + I = 0 entonces A? = —I. Notemos:

)
)
c) Si Tr (ATA) = 0 entonces A = 0.
) Si Nu(A) # {0} entonces A es nilpotente.
) N

u(A) =Nu (ATA).

det (A?) = det? (A)
= (—1)" det ()
(1"

Entonces, para que det (A) € R es necesario que n sea par.

3.1.2. (b)
Verdadero. Sabemos que A (A +1I) =I. Es claro entonces que la inversa de A es A+ L

3.1.3. (c)

Verdadero. Tomemos:

aill ai12 e Aln
ag1 a922 N Qagn
A=
ap1 Aap2 ... Apn
n o n
=22 ¢d
Tr (AAT) = az;
=1 j=1

Ya que a;; € R entonces la tnica forma de que la traza sea nula es si a;; = 01, j.

3.1.4. (d)

Falso. Tomemos:

a=(g o) M=o

Notemos que A™ = AVn € N. Entonces, A no es nilpotente.

13
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3.1.5. (e)

Falso. Tomemos:

a=(0 ¢ ) Sul =

Notemos:

o o

ATA = < . >,Nu (A14) = ((0,1))

" Nu (A) # Nu (ATA)

3.2. Ejercicio 2

Normalmente, realizamos la eliminaciéon gaussiana hacia abajo para producir una matriz triangular superior U a
partir de una matriz A. Supongamos que eliminamos hacia arriba para convertir A en una matriz triangular inferior
L. Por ejemplo, para la siguiente matriz A:

6 5 1 5 4 0 300
A=A -2 3 1 |~AW=[1 2 0 |~4®@ =1 2 0 | =1L
111 111 111

donde llamamos A®) a la matriz luego de haber triangulado k columnas comenzando desde la tltima y desde abajo
hacia arriba.

(a) Para cualquier matriz A, construir la matriz M, de forma tal que A®TD = N A% Es decir, M}, pone en
ceros los valores arriba de la diagonal en la k-ésima columna. jCudl es la inversa de Mj?

(b) Para la matriz A del ejemplo, hallar la factorizacion A = UL, con L triangular inferior y U triangular superior
con unos en la diagonal.

(¢) Determinar y justificar si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa: “Una matriz inversible tiene factorizacion
UL si y solo si sus submatrices principales son inversibles”.

3.2.1. (a)

Como A®) es la matriz A con las tltimas k columnas diagonalizadas queremos que M, diagonalice la (n —k)-

ésima columna de A®). Por lo tanto, todas las columnas de M;, son los vectores canénicos menos la columna n — k.
)

a. . . ez

Esta columna, debe tener elementos ——"“=*— para las posiciones ¢ < n — k, 1 para la posicién n — k y 0 para el
a
(n—k)(n—k)
at®

donde my, es un vector con —“=*>— para las posiciones

resto. Por lo tanto, podemos definir Mk =1- mkeT
An—k)(n—rk)

n—k>
i <n—ky 0 para las posiciones i > n — k.
Propongamos entonces M, -1+ mkel_ - Comprobémoslo:

M,;ll\;[k = (]I + mkel_k) (H — mkel_k)

T T T T

=1—mge, _, +mre,_, —mpe, Mg e,
———

=0 =0

=1

14



(b)

3.2.2.

’ ~ oSO - 7 ~
— —
N — O
0 N — N — O
— O O
oo - © N — o O
—
<+ N — ™ oo -
/N~
O — 111111 O — O O — O P
SN———— (. o Ho o —
0 M
” N o —A O ~ —— ~—M—/— N~ O
oo~ 7 N © N 2 2
o O - — O O \ — O O
N o S—— - N SN———
! oo ~— oo -
— _ I
— OO M- - O0_|A1___IA o - o U
()] [a)] — O O
Il Il Il < ] o =
(=]
AM < — T
— o o 1004 |
—
_10
I Il Il Il
L. — O O
: N—

Hallemos U:
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(c)

Falso. Consideremos la matriz:

3.2.3.

— O -
S~ -

S O

(0)

A0

Ny A

A

Hallemos su factorizaciéon UL:

— O -

Entonces, la factorizacién UL de A es:

o O

S~
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Notemos que A es inversible, ya que det (A) = —1, pero que sus submatrices principales no lo son, ya que son:

0 O
A2><2(0 1>7A1><10

3.3. Ejercicio 3

(a) Probar que A € R™ " es definida positiva si y solo si PTAP es definida positiva, con P una matriz de
permutacion.

(b) Sea:

A:

O = Q
—_Q =
QL = O

= Probar que si a > v/2 entonces A es definida positiva.
= Para a > /2 escribir la factorizacién de Cholesky de A.

33.1. (a)

Notemos:

' PTAPz = (Px)T A (Pz)
=y Ay
Como P es una matriz de permutacién entonces Px es otro vector con los elementos de x cambiados de posicién.

Por este motivo, resulta que Yy € R"3x € R" /y = Px. Entonces, A es definida positiva si y solo si PTAP es
definida positiva.

3.3.2. (b)

Para ver que A es definida positiva podemos ver que tiene factorizacién de Cholesky. Para esto, podemos ver
si A es simétrica (lo es) y si tiene factorizacién LU, ya que entonces se puede obtener una factorizaciéon LDL y de
ahi una factorizacién de Cholesky. Sabemos que una matriz tiene factorizacién LU si y solo si todos sus menores
principales son no nulos. Entonces veamos eso. Para que su primer menor principal sea no nulos es necesario que
a > 0. Para su segundo menor principal es necesario que a > 1. Finalmente, para que su tercer menor principal es
necesario que:

det (4) =a(a®>—1)—a
=a®—2a
>0

Entonces, a > v/2.
Veamos la factorizacién de Cholesky para a > v/2:

li=+a
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a? -1
a
a
Az2 =/ 5— T
a
lss = /a— pop—]
a® — 2a
a?—1
Vva 0 0
1 21
o L= Va ¢ a 0
0 LR a:2:21a
Comprobemos que esta matriz es correcta:
Va 0 0 Va ﬁ 0
. 1 a?—1 2
et =| v V5 0 0 V5 71
3_
0 a 2(1 1 aa2 721a 0 0 a; 2121a
a 1 0
= 1 a 1
01 a

|
hS

3.4. Ejercicio 4
Sea Q= (@1 @

qn ) € R™ ™ una matriz ortogonal con columnas ¢; € R™.

(a) Hallar una reflexién de Householder H, =1 — 2:#’: tal que H,q1 = ey. Verificar que se cumple la igualdad.

(b) Probar que la matriz H,Q es de la forma < é

) con Q € R"=1x(=1) upa matriz ortogonal. ;De qué
forma es H,Q siv=gq, +€17

Vo

3.4.1. (a)

Suponiendo que g1 # e; propongo:

UV=4q1 — €1
Entonces:
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200 _ 2(ql —e1) (g — 61)Jr
vtv (@1 —e)) (@1 —e1)
t

Q1q;r — 5161 - 61QI +e1eg

=2
daqr —dler —elg +eles
_ 111(11 - quii - 61111 + 6161
1- QIel
200t
S Hyqr = <H— T )ql
viv
_ (17— (]1Q1r - Q1€1 - 61QI + 61611 ”
1- QI€1
oo P T I
Q19191 — Q1e1q1 —€e191q1 +ereiqa
=q —
1- 9161
—q Q1 — Q1€J{Q1 —e;+ 6161(]1
=q —
1- (II€1
1-— equ
ZQ1—(Q1—61) 71
1—qen
=1
= 61
3.4.2. (b)
HszHv(‘h q2 ... qn)
=( Hoqy Huga ... Hygn)
= ( er. Hyqx ... Hygqn )
Veamos que de (qui)(o) =0Vi> 1
_ QI(II%‘ - QIGJ{%‘ - equ{Qi + eleJ{Qi
Hyqi = gi — T
1—qien
T
€14;
:%’_(el_q1)17;
1—gqgjer
i
=q; — (61 - lh)
_ (0
a4,
© _ © a\”
S (Hogi) = g —Mf/q@}z
' 1
0 0
—
=0

Entonces, demostramos que:
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- (3 )

Sabemos que Q es ortogonal porque H, y @) son ortogonales, asi que el producto debe serlo.
Si definiéramos v = ¢,, + e entonces:

o QnQIL + Qne]i + 61(1;2 + 6161
1+ quel

H,=1

. H'uQn =€
U\ (Ho)” = 0Vi £

-'-HuQZ(Hv(h Hyqo ... 61)

ma-(§ 1)

4. Primer Parcial Segundo Cuatrimestre, 2019

4.1. Ejercicio 1
Sea A € R™ ™ una matriz que cumple A2 = A y sea r = rg (A):
(a) Probar que cualquier € R™ se puede escribir como x = s+t con s € Nu(A4) y ¢t € Im (A).
(b) Probar que Nu(A)NIm (A4) = {0}.
(c) Probar que existe una base B = {v1,vs...,v,} de R™ tal que Av; = v; para todo i < r y Av; = 0 para todo

P>,

4.1.1. (a)

Como t € Im (A) entonces 3t € R" /t = Af. Notemos que como A% = A entonces At = t. Esto vale para todo
t € Im(A). Como s € Nu(A4) entonces As = 0. Entonces, si tomamos z = s + ¢ obtenemos que Az = t. Entonces,
tenemos z = Az + s. Notemos que si € Im (A) entonces tenemos que s = 0y x = Az (como habfamos visto antes)
y si € Nu(A) entonces t =0 y « = s. Entonces:

t = Ax
s=A-Dz
Veamos que iz € R" /2 ¢ ITm (A) Az ¢ Nu(A). Para eso veamos que = ¢ Nu(A) = z € Im (A). Notemos

que si demonstramos esto entonces también demonstramos por el contrapositivo que z ¢ Im (A) = z € Nu(A).
Tomemos y = Az. Ya que = ¢ Nu(A) entonces y # 0. Notemos:

Ay = A%z
= Ax

Como y € Im (A) y = y entonces = € Im (A).

20


https://www.cubawiki.com.ar/images/1/1b/MetNum_1parcial_13-09-19-3.pdf

4.1.2. (b)

Consideremos € Nu (A4) NIm (A). Tomemos v € R"™ / Av = 2. Notemos:

Az = A%
= Av

=0

Por lo tanto, si z € Nu(A) NIm (A) entonces z = 0.

4.1.3. (c)

Ya que el rango de la matriz es r sabemos que dim (Im (A)) = r. Entonces, la base que queremos armar es
una cuyos primeros vectores son los de la base de Im (A) y los siguientes son de la base de Nu (A). Estos vectores
son linealmente independientes entre si solo si Im (A4) @ Nu (A) = R™. Ya que flx € R" /2 ¢ Im (A) Az ¢ Nu(A)
entonces sabemos que esto se cumple, por lo tanto existe esta base.

4.2. Ejercicio 2

Consideremos realizar la triangulacién hacia arriba para convertir A en una matriz triangular superior U. Esta
triangulacién sin pivoteo se realiza por filas mediante combinaciones lineales de columnas. Por ejemplo, para la
siguiente matriz A:

6 5 2 4 3 2 1 3 2
A=A =3 3 1 |~AV =2 2 1 |~A® =0 2 1 |=U
111 00 1 00 1

donde llamamos A®*) a la matriz luego de haber triangulado k filas comenzando desde la tdltima hasta la primera.
Mediante esta triangulacién podemos llegar a la factorizacion A = UL, con L triangular inferior con unos en su
diagonal.

(a) Para cualquier matriz A, construir la matriz Mj, de forma tal que A®+D = A® N[ Es decir, M}, pone en
cero los valores a la izquierda de la diagonal en la (n — k)-ésima fila, para k € {0,1,...,n — 1}. ;Cudl es la
inversa de M},? Justificar.

(b) Para la matriz A del ejemplo, hallar la factorizaciéon A = UL, con L triangular inferior con unos en la diagonal
y U triangular superior.

(c) Sea A € R™ ™ inversible, con P una matriz de permutacion definida como
Pij = ! Z +]: —ntl
0 i+j#n+1

Sea B = PAP una matriz para la cual existe la factorizacion LU tradicional sin pivoteo B = LU. Hallar la
factorizaciéon A = UL (con unos en la diagonal de L).

4.2.1. (a)
Ya que Mj, solo afecta a la (n — k)-ésima fila entonces el resto de las filas de M, deben ser 617 i # n — k. Luego
para la (n — k)-ésima fila queremos que cada elemento antes del m ;) (n—k) contenga —(:)(";’“”, donde i < n—k
n—k)(n—k)

indica la columna. Entonces:

Mk =1- en_kmL
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)
a . . .
donde my, es el vector que tiene los elementos —"—— para i <n —ky 0 parai > n — k.

A n—k)(n—k)
Como las filas de M} son ej Vi # n — k entonces Mk_1 también, y como para la (n — k)-ésima fila tenemos

(k) *)
a ) . ~ ay”’ .
— 2 en cada columna j < n —k entonces M, ' debe tener —“=*%— en cada columna j < n — k. Entonces:
A n—k)(n—k) Y n—k)(n—k)
-1
M =1+ e, pm)
Comprobémoslo:

MkMk_l = (]I — en_kmw (]I + en_kmD

=T+ en,kmz — en,kmz — en,km;ien,k m;rc

=0 =0
=1

El producto en_ka en_k da cero porque la (n — k)-ésima columnas de la matriz en_ka es nula y multiplicar por
p k porq k y p p
e,—_x nos devuelve esa columna.

4.2.2. (b)

Hagamos el proceso de triangulaciéon de A escribiendo las matrices M,

6 5 2
A9 =13 3 1
111
AM = A0 yp,
6 5 2 10 0
=13 3 1 0 1 0
111 -1 -1 1
4 3 2
=12 21
0 0 1
A® =AMy
4 3 2 1 00
=12 21 -1 1 0
0 0 1 0 0 1
1 3 2
=10 2 1
0 01
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1 0 O 1 0 0
=A 0 1 0 -1 1 0
-1 -1 1 0 0 1
1 0 0
=A| -1 1 O
0o -1 1
_AL—l
Hallemos L:
1 0 0|1 0 O 1 0 0|1 0 O
-1 1 0|0 1 O ~ 0 1 0|1 1 0
0 -1 1({0 0 1 0 -1 1|0 0 1
1 0 0|1 0 O
~ 01 0|1 1 0
00 1|1 1 1
1 0 0
L= 1 1 0
1 1 1
6 5 2 1 3 2 1 0 0
3 3 1 = 0 2 1 1 1 0
1 1 1 0 0 1 1 1 1
4.2.3. (o)

Veamos qué forma tiene P considerando n = 3:
0 0 1
P=10 10
1 00
Es bésicamente la identidad con la diagonal al revés. Veamos como se comporta:

@11 ai2 a3
A= a21 Q22 a23
asz1 asz ass

asz1 asz ass a1z a2 aii
"PA=| a2 ax ax |,AP=| ax a2 a2
a1 a2 G13 ass asy as1

a3z asz2 asi
S PAP = | a3 az a
a13 a2 aii

Entonces P operado por izquierda refleja la matriz verticalmente y operado por derecha refleja la matriz horizon-
talmente. Entonces, PAP invierte la matriz A horizontalmente y verticalmente. Notemos ademas que P2 = 1. Por
lo tanto, P (PAP) P = A. Notemos que como U es triangular superior entonces PU P es triangular inferior y como
L es triangular superior con unos en la diagonal entonces PLP es triangular superior con unos en la diagonal.
Tomemos A = UL y B = LgUpg. Notemos:
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B =PAP
= PUALAP
= PUAPPL4sP
= LpUp
Quisiéramos tomar Ly = PUsP y PLAoP = Up porque las formas son correctas pero Lp tiene unos en la diagonal

y PUAP no. Para solucionar esto podemos tomar una matriz D que tenga los elementos de la diagonal de A en la
diagonal. Entonces:

Us=PLgPD!
Ly=DPUgP

Notemos:

A=UysLa
= PLgPD 'DPUP
= PLpPPUgP
= PLpUgP
= PBP

Sabemos que existe D~! porque A es inversible y, por lo tanto, no tiene ceros en la diagonal.

4.3. Ejercicio 3
(a) Sean las matrices A, B € R™*™. Demostrar que A es definida positiva y B es no singular si y solo si BAB' es
definida positiva.

Aij

aiiaj;

(b) Sea A € R™*™ una matriz definida positiva y B € R"*"™ definida como b;; = . Probar que B es definida

positiva. ;Cuédnto vale Tr (B)?

4.3.1. (a)

Notemos:

2'BABYz = (BTJ?)T A (BTx)
>0Ve #0

Tomemos Bfz = y. Entonces:

yt Ay > 0Vy #£ 0

Si B es inversible entonces podemos asegurar que Bfz # 0. Por lo tanto, BAB' es definida positiva si y solo si A
es definida positiva y B es no singular.

4.3.2. (b)

Consideremos una matriz D inversible. Como A es definida positiva entonces DAD? también lo es. Si tomamos

D como una matriz diagonal tal que d;; = \/% entonces:
kX3
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0
ar1
0 1
a2
DAD' =
0 0
a2
Vaii fars
azi
/a2 @22
anil an2
Vann Vann
1 a2
Vaiia22
azi 1
- Vazz2a11
anl an?2
Vannail Vannaz2

a11 a12
0 az1  az
L apl  An2
Vann
G1n 1
Va1l ail
a2n 0
Vv az2
Gnn, 0
A1n
V@110nn
a2n
Va220nn
1

Q1n
a2n

ann

=B

Entonces, B es definida positiva.

4.4. Ejercicio 4
(a) Sea H € R™ "™ una reflexién de Householder. Probar que H? = 1.

(b) Probar que la matriz

es una reflexion de Householder.

(c¢) Probar que toda matriz ortogonal A € R™*™ se puede escribir como producto de a lo sumo n matrices de
Householder. Sugerencia: Segun un ejercicio de la practica, si una matriz es ortogonal y triangular superior,
entonces sus columnas son de la forma te;, donde e; es un vector de la base candnica.

4.4.1. (a)

Sea {v1,v2,...,v,} una base de R entonces una reflexién de Householder se define como H € R"*"™ / Hv; =
—v; A Hvj = v; Vj # i. Notemos:

H?v; = H (Hvy;)
= H (—uvi)
= —H’Ui
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4.4.2. (b)

Consideremos la base de R™ {ej,ea,...,e,}, donde e; son los vectores canénicos. Escribamos H por bloques:

m=(a h)

Notemos:

Consideremos i # n. Entonces:

Entonces, por definicién, H es una reflexion de Householder.

4.4.3. (c)

Hallemos la factorizacion QR de A a través del método de Householder. De esta forma vamos a hallar:

(fin) o

=1

A= <ﬁ Hjnﬂi> R
=1

=Q

donde m < n. Sabemos que R es triangular superior, y como A y @ son ortogonales entonces las columnas de R
debe ortogonal. Entonces, por la sugerencia sabemos que las columnas de R deben ser vectores candnicos que a lo
sumo tienen el signo invertido. Sin embargo, como la matriz R es resultado de la factorizacién QR usando el método
de Householder sabemos que el signo es positivo. Entonces, R = I. Como Hj = H; entonces A es un producto de
matrices de Householder.

5. Primer Parcial, Primer Cuatrimestre 2020

5.1. Ejercicio 1
Sean uf = ( Uy Uz ... Uy ) v e; € R™ el i-ésimo vector candnico de R™. Definimos las siguientes matrices:
A, = uej, B; = el
Probar:

(a) Conn > 3, existe i (1 < i < n)y u para los cuales la matriz A; tiene infinitas factorizaciones LU. Hallar al
menos dos distintas para algin u # 0.

(b) Las matrices A, B, y B, A, tienen factorizacién LU.
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5.1.1. (a)

Notemos:

Uy
%)
A; = u; ( 0 0 10 0 )
Ui+1
Un
0 0 up 0 0
0 0 uy 0 0
0 0 ... Ui41 0 0
00 ... wu, 0 ... O
Es decir, A; es una matriz cuyas columnas son todas nulas menos la i-ésima columna que es u. Es decir, A; =
( 00 ... . w 0O ... 0 ) Notemos que si ¢ = n — 1 entonces tenemos:
0o 0 ... Ul 0
A= | o
0 0 Up—1 O
0 0 U, O

pero también podemos tomar:

U — 0(n711)x(n72) u Op—2
0,_o 0 0

In—2)x(n-1) On-2

L= eIL_l 0
of 1

donde % € R"™! es el vector con los primeros n — 1 elementos de u y v € R"~! es un vector cuyos elementos son

PR w, . . .
todos ceros menos algtin j-ésimo elemento que es w Esto va a valer siempre y cuando u; # 0y 0 < j < n. Para

ver un caso concreto consideremos un ejemplo:

(010
A= 0 2 0
030
010 010
Uy=|0 20 Uy=|0 2 0
000 000
100 1 00
Li=[0 10 Ly=]0 1 0
301 0 21

Notemos que A = L1U; = LyU,. Lo mismo se puede hacer para el resto de los posibles valores de 1.
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51.2. (b)

Notemos:

A,B, =u eLen uf
——
=1

= ’LLUT

Esta matriz puede diagonalizarse usando el método de elimincacién gaussiana sin pivoteo porque los elementos de
la diagonal son u?. Si u; = 0 entonces los elementos debajo son nulos y si u; # 0 entonces se pueden eliminar los
elementos debajo haciendo —Z—J

Notemos:

B,A, = enuTue;Q
=[ wl® enel,

La factorizacién LU de B,A, es L =1y U = B, A,, ya que B, A, tiene un solo elemento no nulo en la diagonal

que es (B, Ay),, = u ||

5.2. Ejercicio 2

Sea A € R™ "™ una matriz simétrica definida positiva. Determinar los valores de a € R para los cuales la siguiente
matriz es definida positiva:
A aep
aei 1

Solucion Notemos que la matriz es simétrica, asi que para demostrar que es definida positiva veamos que tiene
factorizacion de Cholesky. Propongamos:

A aer \ [ L U8 Lt l~

aei 1 B/ 0, 1
- LLt Lt
ANV ARN R R

Como A es simétrica definida positiva entonces podemos encontrar L tal que A = LL' a través de su factorizacién de
Cholesky. Luego, tenemos que ! = aL~'e;. Sabemos que hay L~! porque es la amtriz que proviene de la factorizacién
de Cholesky de A que es simétrica y definida positiva. Entonces, tenemos que:

112+ =1

SP=1- P
=1- (aLilel)T (aLilel)
=1- azeiL*”L*Iel
=1- aQeJ{ (LLT)_1 e1
=1- azeJ{Aflel

———
>0
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\/EJ{A—lel

al

5.3. Ejercicio 3

Sea @ € R™*™ ortogonal con elementos ¢;;. Denominamos cl; (Q) la i-ésima columna de @) para 1 < ¢ < n. Sea
u=>",c;(Q)yv=>",cl(I), donde I es la matriz identidad de R™*".

(a) Probar que Y21, >0 qij = ulv.
(b) Probar que || cl; (Q) 1< /n. Sugerencia: Considerar cl; Q)" w para algin w.

(c) Probar que 37, >0 || < ns.

5.3.1. (a)
Notemos:
ulv = ( cl; (Q)T> chj (I)
i=1 j=1
=3 el (@) ey (D)
=1 j—1 tg—’
= Z cl; (Q)T €j
i=1 j=1
D
i=1 j=1
5.3.2. (b)
Notemos:

el (@) =" las]
=1

Consideremos entonces w € R™ un vector que cumple que w; = sgn (¢;;). Entonces:

el (Q) [l = cl; (@) w

= el (@)Tw ||
< ey (Q) o]l w [l2
= w |2

— Vi

53.3. (c)

Notemos:
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