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Parte 1

Probabilidades




1. Espacios y Probabilidades

1.1. Introduccién

Definimos al Espacio Muestral como un conjunto S que contiene todos los posibles resultados de un experi-
mento. A cada subconjunto del espacio muestral lo llamamos Evento. Definimos el Espacio de Eventos como el
conjunto F que contiene todos los posibles eventos. Si el espacio muestral es numerable entonces F = P (S), donde
P denomina el conjunto de partes.

Definimos la probabilidad como:

N
P:F —[0,1 / (P(S)=1)A <{An},ne [,N]CN/ANA;=0Vi#j = P(UV_,A,) :ZIP(A,J)

Con esto decimos que la probabilidad es una funcién que toma eventos y les asigna un valor entre 0 y 1 y que
ademads tiene dos propiedades fundamentales:

1. La probabilidad de que suceda cualquier eventos del espacio muestral es 1 (o sea, si o si va a suceder un evento
dentro del espacio muesral)

2. La probabilidad de que sucedan algunos de los eventos A4,, (n € [1, N] C N) es igual a la suma de las proba-
bilidades de cada evento siempre y cuando los eventos sean independientes (A; N A; = Vi # j).

Veamos unas propiedades de la probabilidad. Sean A y B eventos entonces:

P(A)=P((A\B)U (AN B))
=P(A\B)+ P(ANB)
>0

> P(A\B)
~PA\B)=P(A) —P(ANB)
En particular, notemos:
P (A’) —P(S\A)

=P(S)-P(SNA)
=1-P(A)
Supongamos que tenemos una sucesion de eventos {A; C S/A;11 N A; = A;}, i € [1,n] C N. Definamos entonces a

la sucesién {Bz‘}ign tal que B; = A;\B;_1 y B1 = A;. Notemos que estos eventos no intersecan (B; 11 N B; = QV4)
y que ademés U} A; = Ul B;. Entonces:

]P( ?:1Ai) = P(U?:lBi)
= _P(B)
= ZIP’(Ai\Bi_l)
< zn:P(Ai)

SP(UA) <) P (A
=1

Ahora veamos un ejemplo. Consideremos un experimento donde se tira un dado. El espacio muestral es S =
{1,2,3,4,5,6}, donde cada nimero representa el resultado del dado. En este caso como la moneda se tira una sola



vez el espacio de eventos es F = {{1},{2},{3},{4},{5},{6}}. Definamos entonces cada evento A, en base al
resultado n del dado. Notemos que A; N A; = () ya que cada evento es independiente. Por lo tanto, US_, 4, = S.
Entonces:

6
P (A1 UA;UA3UA U A5 UAg) =) P(A)

Si asumimos que el dado estd balanceado eso significa que cada evento es equiprobable. Por lo tanto, si consideramos
algiin evento A, tenemos que:

6
D P(An) =6-P(Ay)

3
—

Es decir, la probabilidad de que salga algiin nimero especifico m € [1,6] en el dado es de 1/6. Esto es lo que
esperabamos obtener.

1.2. Probabilidad Condicional

Sean A y B dos eventos los llamamos Independientes <= P (AN B) = P(A)P(B). Ya mencioné eventos
independientes antes y a lo que me referia es a esta propiedad. Cuando dos eventos son independientes notamos
A L B. Sean Ay B dos eventos llamamos la Probabilidad Condicional de A dado B (A|B) a la probabilidad

de que el evento A suceda dado que sucede el evento B. Vale que:
P(ANB)
P(A|B) = ————

Por ejemplo, si quiero saber cudl es la probabilidad de que al tirar el dado salga un 2 dado que previamente salié
el 5 entonces:

P

—~

P(2N5)
(5)
P (2) E(5]
TEG)
(2)

P (2[5) =

=
’“'@

Gb\r—*'ﬁ

Sean A y B eventos independientes vale que P (A|B) =P (A).
Con estas propiedades podemos definir la Férmula de Probabilidad Total. Sea I = {B;}, i € [1, N] una
particién del espacio muestral y A un evento entonces:

= Z P (A|B;) P (B;)

Demostrémosla:



Como I = {B;} es una particién de S entonces ¢ # j <= B; N B; = 0. Por lo tanto:

(ANB)N(ANB,) = (ANA)N (B:NB;)
=0

I
=

- P (UL, (AN By)) ZIP’ (AN By)

Esta féormula es util para calcular una probabilidad en funcién de las probabilidades de eventos que ya conocemos.
Veamos un ejemplo. Consideremos que el pais estd viviendo una pandemia debida a un nuevo virus sumamente
contagioso. Se hace una estadistica y se encuentra que el 80 % de la poblacién estd vacunada y que de los vacunados el

2% estd enferma y de los no vacunados el 10 % esta enferma. Es decir, P (V) = 0.8, P(E|V) =0.02y P (E\Vl) =0.1.

Calculemos la probabilidad de tomar a una persona enferma del grupo estadistico usando la férmula de probabilidad
total:

P(E) =P (E|V)P(V)+P (E|V’) P (V)
—0.02-0.8+0.1-(1—0.8)
— 0.016 + 0.02
— 0.036

También, podemos definir la Férmula de Bayes. Sea I = {B;}, i € [1, N] una particién del espacio muestral
y A un evento entonces:
P (A|B;) P (B))
P(4)

Veamos un ejemplo. Consideremos que estamos en un juego de televisiéon donde tenemos tres puertas. Detras de una
de las puertas hay un premio y detras de las otras dos no hay nada. En este juego debemos elegir una puerta, luego de
elegirla el conductor abre una de las puertas donde no hay nada y nos pregunta si queremos cambiar nuestra eleccién
a la otra puerta o quedarnos con nuestra eleccién inicial. La pregunta es, jconviene cambiar nuestra eleccién? Sin
perder generalidad consideremos que la primera puerta que elegimos es la primera puerta. La probabilidad de que
esta sea la puerta ganadora es de P(B;) = 1/3. Luego, el conductor nos abre la puerta 3 para revelar que no hay
nada detrds (llamemos a este evento A). Sabemos que P (Bs|A) = 0, ya que detrds de la tercera puerta no hay
nada. También sabemos que P (A|B3) = 0 ya que el conductor no abriria la tercera puerta si sabe que detrds estd
el premio. Como nosotros elegimos la primera puerta sabemos que P (A|By) = 1, ya que no puede abrir la primera
puerta porque es la que elegimos. Usando la formula de probabilidad total podemos calcular que:

P(B;|A) =

P(A) =P (A[B1) P (B1) + P (A[B2) P (B2) + P (A|B3) P (B3)
11 1 1
=3 3tlgtig
1
T2
Entonces:
(A|B1) P (B1)
_bd
3
1
~3



P (A|B;) P (B2)

Por lo tanto, nos conviene cambiar de eleccién a la segunda puerta ya que duplicamos nuestras probabilidades de
ganarnos un auto.

Veamos una tltima definicién. Sea {A4;}, ¢ € [1, N] C N un conjunto de eventos lo llamamos una Familia de
Eventos Independientes si:

N
P (N2 An) = [ P (4n)

Notemos que no es suficiente que cada evento sea independiente a cada otro, ya que deben ser todos independientes
entre si. Por ejemplo, consideremos que se tiran dos monedas y definamos los siguientes tres eventos:

= A: La primera moneda es cara.
= B: La segunda moneda es cara.
= (: Ambas monedas son iguales.
Notemosque A | B, A 1 C'y B 1 C, pero estos eventos no forman una familia de eventos independientes. El espacio

de eventos es F = {{©®,0},{0, x},{x,0},{x, x}}, por lo tanto A = {©®,0} U{O, x}, B={0,0}U{x,0}y
C={0,0}U{x,x}

P(ANBNC) =P(({©,0}U{®,x})N({©,0}U{x,0})n{e,0}u{x,x}))

=P
=P{o,0})
1
T4

P(AP(B)P(C) =P ({0,0; U{0,x})P({©, 0} U{x, 0} P ({©,0} U {x, x})
1

~P(ANBNC)£P(A)P(B)P(C)



2. Variables Aleatorias Discretas

2.1. Definiciones

Definimos una Variable Aleatoria como una funcion X : & — R que sirve para describir eventos en S.
Notamos {X € A} = {s €S/ X (s) € A}. Las variables aleatorias discretas asumen numerables valores con pro-
babilidad positiva. El rango de una variable aleatoria es R () = {x € R /P (X = z) > 0}. Definimos también una
Distribucién de Probabilidad Puntual (también conocida como Funcién de Probabilidad Puntual) como
px () =P (X = x). Sea X una variable aleatoria y p su distribucién de probabilidad notamos X ~ p.

Veamos unos ejemplo. Primero, consideremos que se tiran dos monedas (notemos al resultado de cara como 1 y
cruz como 0). Entonces, S = {{0,0},{0,1},{1,0},{1,1}}. Definamos la variable aleatoria X como el ntimero de
caras obtenidas. Por lo tanto, X (0,0) =0, X (0,1) = X (1,0) =1y X (1,1) = 2. Como la probabilidad de obtener
cara o cruz en cada moneda es de 1/2 sabemos que px (0) = px (2) = 1/4 vy px (1) = 1/2. Por lo tanto, podemos
armar la siguiente tabla:

X
Px

= O

= DN

1
T
2

Este tipo de tablas es muy Ttil a la hora de resolver ejercicios porque nos provee una descripcién clara y simple de
los posibles valores de la variable junto con la probabilidad de obtener cada valor.

Veamos ahora un ejemplo més complejo. Consideremos que se tiran dos dados y definamos la variable aleatoria
X como la suma de ambos resultados. Entonces, podemos armar la siguiente tabla:

X2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 T 1 1 5 1 5 1 1 T 1
PX |3 18 12 9 36 6 36 9 12 18 36

Definamos ahora la Distribucién de Probabilidad Puntual Acumulada como una funcién Px (z) =
P (X < ). Notemos que en el caso de una variable aleatoria discreta vale que:

Py (z) =) px(t)

Algunas propiedades de la distribucién acumulada son:
= Py(2z) < Px(y) < z<uy.
= lm, .+ Px (z) = Px (z0) (o sea que es continua por derecha).
» lim, o Px (z) = 0.
s lim, 0o Px (2) = 1.

Demostrémoslos:

Px () < Px(y) <= =<y




lim_, + Px (x) = Px (z9) Veamos que 36 > 0/ |[x —x¢| < 6 = |Px (x) — Px (z0)] < e¥e > 0, 9 € R.

J)*}.’L‘O
Notemos:

|Px () = Px (z0)| = [P (X < 2) = P (X < 2o)

z0) U (zo < X <)) — P (X < 20)]

= [P(X <) +P(z0 < X <) — P(X-<7)|

=P(zo < X < 12)
<e

Entonces, si definimos a z como la sucesién z,, = xo + 1/n tenemos que lim, 002, = g y T > xoVn € N.
Entonces:

1
P(x0<X<xn):P(xo<X<xo—>
n
<e€

Por lo tanto, Ing € N/ P (mo <X <xg— %) < eVn > ng. Entonces:
|Zn, — 0| =

<

0103‘,_.3\'*

lim,,_~ Px () = 0 Consideremos una sucesién de eventos {4,} € S donde 4, = {X < —z}. Notemos que
A, CA,_1yquelim, o, A, = {X ¢ R} (ya que X no puede ser menor que —oco). Entonces:
lim P(4,) = lim P(X < —x)

T—00 Tr—r00

lim, o Px () =1 Consideremos una sucesién de eventos {A,} € S donde A,, = {X < z}. Notemos que A, 1 C
Ay, y que lim, o A, = {X € R} (va que X siempre va a ser menor que co). Entonces:

lim P(A,) = lim P(X < x)

T—r 00 T—r 00

= lim PX (a:)

T—r00
=P(X €R)
=1

Antes de pasar a ver distribuciones tipicas veamos dos conceptos més que son importantes para el estudio de
variables independientes. Definimos la Esperanza como la funcion:

E:S>N/E(X)= Y aP(X=ux)
zER(x)

La esperanza representa lo que coloquialmente interpretamos como el “promedio” (aunque no es lo mismo). Nos da
un valor (no necesariamente en el rango de X) que representa el “centro de masa” de los posibles valores de X.
q P



Veamos un ejemplo. Si consideramos que se tira una moneda sabemos que los posibles resultados son X =1 (cara)
con probabilidad 1/2 y X = 0 (cruz) con probabilidad 1/2. Por lo tanto, la esperanza de la variable aleatoria X es:

E(X)=1--+40-=

N |
)

N = =

Notemos que 1/2 ¢ R (X) pero nos representa el “centro de masa” de los posibles resultados de X. Ahora, si
tenemos una moneda trucha con cara de ambos lados tenemos que la probabilidad de sacar cara es de 1 y la de
sacar cruz es de 0, asi que la esperanza es:

E(X)=1-1+40-0
=1

Ahora si la moneda estd pesada tal que la probabilidad de sacar cara es de 1/3 y la de sacar cruz es de 2/3 la
esperanza es:

E(X) =

2
0.2
i 3

W= =
Wl =

Notemos que el valor de la esperanza de una variable aleatoria no solo depende de los valores que la variable toma
sino que también depende de la probabilidad de obtener cada valor.
Sean X e Y variables aleatorias, consideremos una funcién g : R (X) — R (V) tal que Y = g (X). Entonces:

Demostrémoslo. Notemos:

Y =y} ={9(X) =y}
= Uper(X) / g(a)=y {X = 7}

LP(Y =y) = > P(X =x)
TER(X) / g()=y

Por lo tanto:

E(Y)= Y yP(Y =z

yER(Y)

= > > P(X =z)

YER(Y) =ER(X)/g(z)=y

Y Y y@Px =2

YER(Y) z€R(X) / g(z)=y

- Y @R =)

zER(X)

Un corolario de esta propiedad es la linealidad de la esperanza. Sean X e Y variables aleatorias tales que

10



Y =aX+b,a,beR entonces E(Y) =aF (X) + b. Notemos:

E(Y)= ) yP(Y=y)

yER(Y)

= Z (az +b)P (X = z)

zER(x)

=a Y aP(X=z)+b » PX=u

zER(x) zER(z)

=aF(X)+b

Ahora veamos el concepto de varianza. Definimos la Varianza como la funcién V (X) = F ((X - E(X ))2)

Ademés, definimos el Desvio Estandar como la funcién o (X) = /V (X). Asi como la varianza describe el “centro
de masa” de una variable aleatoria, la varianza describe la desviacién de los valores del centro de masa. De cierta
forma es una medida de la distancia cuadratica entre los valores de la variable y la esperanza. Por ejemplo, si
tenemos una variable aleatoria X € {—1,1} y otra Y € {—100,100} (con probabilidades 1/2 para cada valor)
entonces notemos que:

pero:

V(Y)= % (=100 — 0)* + % - (100 — 0)*

= 10000

En este caso la varianza de Y es mucho mayor que la de X porque los valores de X (que son —1 y 1) estdn a menor
“distancia” de la esperanza (que es 0) que los valores de Y (que son —100 y 100).

Sea X una variable aleatoria y m € R definamos la funcién V (X, m) = F ((X — m)2). Encontremos el valor

m € R que minimice esta funcion:

som=E(X)

Esto resultado tiene valor porque V (X, m) es una funcién que calcula la distancia cuadrética media entre la variable
aleatoria X y un determinado ntimero n. Si buscamos m tal que esta funcién sea minima es lo mismo que buscar
el punto que menos suele alejarse de todos los valores que puede tomar X; es el “centro de masa”. Esta funcién

termina siendo la varianza V (X) =V (X, E (X)).
Sea X una variable aleatoria entonces vale que:

V(X)=E(X? - E(X)’

11



Notemos:

Ademas, vale que:

Notemos:

Con estas definiciones y propiedades estamos listos para ver algunas distribuciones usuales para distintos tipos

de variables discretas.

2.2. Distribucion de Bernoulli

La Distribucion de Bernoulli se utiliza para variables aleatorias que toman dos posibles valores: toma valor
X = 1 con probabilidad p y X = 0 con probabilidad 1 — p. Se suele usar para experimentos que solo pueden
tomar un si 0 un no como respuesta o famosamente para el lanzamiento de una moneda. Podemos expresar a esta

distribucién como:
Be(p) =pdx1 +(1—p)dxo, 0<p<1

donde § es la Delta de Kronecker:
1 m=n
5mn =
{O m#n
Veamos cudl es la esperanza:

E(X)=p-140-(1-p)
=p

Ahora veamos la varianza:

12



2.3. Distribucion Geométrica

La Distribucién Geomeétrica se utiliza para describir variables aleatorias que representan la cantidad de
“ensayos Bernoulli” necesarios hasta obtener un “resultado positivo”. Por ejemplo, vimos que tirar una moneda es
una variable Bernoulli, asi que un ejemplo de variable con distribucion geométrica seria la variable X € N que
representa la cantidad de veces que se tira la moneda hasta obtener cara. Cada tirada de moneda en este caso es lo
que llamamos un “ensayo Bernoulli” y obtener cara es lo que llamamos un “resultado positivo”. Podemos expresar
a esta distribuciéon como:

G(p)=p(-p) ", 0<p<l1

Veamos cudl es la esperanza:

E(X) = iw(l -p)"!
- —pi o (=p)
= fp% <§:1 (1 p)z>
= fp% <;(1 -p)" - 1)
(et

13



Ahora veamos la varianza:

A (S )
dp \ dp \ 1-(1-p) ) p
d [d [ - 1 1

£ (Err))
(A ()
dp \dp \p p) p?
_d 11 1
—pdp<‘p2+p)‘p2
(2 1 1
“(55) 5
11
)
_1l-»p
p2

Una propiedad util de la distribucion geométrica es que “no tiene memoria”. Con esto nos referimos a que si
X ~G(p)y z1,22 € Nentonces P(X > z1 4+ 22| X > 1) =P (X > x2). Notemos:

Y P(X =n)
> pa-p)"

=py (1—-p)"

=
~
\%

&
|

=p(l=p)" > (1-p""
=p(1=p)" > (1-p)"
n=0

=p(1-p)° (1_&_@)
M-(1-p)/

1

P

=({1-p)°

14



Usemos esta expresién de P (X > x) para demostrar la propiedad que enunciamos:

]P(X 2 x|+ £C2)
P(X 2 .131)

_(@—pmr
1-p)™

1-p)™

= ]P)(X Z 132)

]P(X}[L’l—F.TQ‘X}LEl) =

Notemos que para esta propiedad usamos una version ligeramente distinta de la distribuciéon geométrica, donde:

G(p)=p1-p)°
Esta version tiene un factor de (1 — p) que la que definimos inicialmente no tiene. Ambas descripciones son vélidas
y usuales.

2.4. Distribuciéon Binomial

La Distribucién Binomial es similar a la geométrica pero con la diferencia que describe variables aleatorias
que representan la cantidad de ensayos Bernoulli con resultados positivos de un total de n ensayos. A diferencia
de la geométrica, no se fija en cudntos ensayos son necesarios hasta obtener un resultado positivo sino que toma n
ensayos independientes y se fija cudntos son positivos. Podemos expresar a esta distribucién como:

B (n,p) = <Z>p””(1—p)"_m,0<p< 1,neN

Veamos cudl es la esperanza:

x=0

- n! T n—x
=Dt o )

=0 ’ ’

— (n—1\ ,_; (n—1)—(z—1)
= . 1 -
np ;:0 (x _ 1)p (I-p)

=np lim (p+ (1 o))

—n oo (n—1)! e
= pﬂ;} (x_l)l((n_l)_(x_l))lp (1-p)

=1

:np

Otra manera de calcular la esperanza es tomando:

15



donde Y; ~ Be (p). Por lo tanto:

Ahora veamos la varianza. Al igual que la esperanza, como Y; L Y; Vi # j, la varianza total es igual a la suma de
las varianzas:

V(X):V(i)@)
=2 V()

=> p(1-p)
=1
=np (1 —p)

Una propiedad 1til de las variables aleatorias con distribucién binomial es que la suma de dos variables binomiales
independientes con la misma probabilidad es binomial. Es decir, sean X; y X2 dos variables aleatorias binomiales
tales que X7 ~ B (ny1,p), X2 ~ B(ng,p) y X1 L X5, yseaY = X7 + X3 entonces Y ~ B (ny + na, p). Notemos:

PY =vy)

(X1 +X2=y)

P
P(Ui_, (X1 =2)N (X2 =y —2))

=Y P(Xi=2)N(Xy=y—x))

La Identidad de Vandermonde establece que:

("= (00

Por lo tanto, usando esta identidad obtenemos que:

P(Y =y) = (nl an)py (1—p)yminey

=B (n1 +n2,p)

16


https://en.wikipedia.org/wiki/Vandermonde%27s_identity

2.5. Distribucion Binomial Negativa

Similarmente a la distribucién binomial, la Distribucién Binomial Negativa se utiliza para variables alea-
torias que se fijan en la cantidad de ensayos Bernoulli con resultados negativos antes de obtener una cantidad r de
ensayos positivos. Podemos expresar a esta distribuciéon como:

x—1 —
NB (n,p) = (7" 1)pr(1p)r "0<p<l,reN
Veamos cudl es la esperanza. Sabemos que X representa la cantidad de intentos hasta obtener r aciertos, asi

que definamos a las variables aleatorias Y; ~ G (p), i € [1,r] C N como la cantidad de fracasos hasta obtener un
resultado positivo. Notemos que Y; representa los ensayos que debemos esperar entre cada victoria. Por lo tanto:

X:iYi
i=1

Entonces:

Similarmente, la varianza es:

2.6. Distribuciéon de Poisson

La Distribucién de Poisson se utiliza para variables aleatorias que representan la cantidad de eventos que
suceden en un determinado intervalo de tiempo o espacio si los eventos ocurren con una frecuencia promedio conocida
A e independientemente entre si. Por ejemplo, elementos radioactivos como el bismuto (Bi) emiten radiacién ~y
siguiendo una distribuciéon de Poisson. Cada uno de los fotones emitidos se emite con una frecuencia media A y
cada emisién es independiente de las otras (la emisién de un fotén no hace mds o menos probable la emisién del
siguiente). Lo mismo sucede con las llamada telefénicas a un call-center. Cada llamada es independiente y ocurren
con una frecuencia media definida. Podemos expresar esta distribucién como:

)\I

P(A):gexp(—)\),)\>0,)\€R

17



Veamos cudl es la esperanza:

E(X)= Zx—' exp (—A)
=1
o0 )\(E
=exp (—A) Z @1
r=1
s r+1
= exp (_>\) A |
=
o0 Ax
= dexp (=) ;) =)
=0
—exp(\)
=A

Esto es lo que esperabamos ya que mencionamos en la definicién que )\ representa la frecuencia media. Ahora veamos
la varianza:

= ZxQ)\—' exp (—A) — A2
— al

2=0
= lexp (=) ix& + dexp (=) iﬁ -\
x! x!
=0 =0
Aexp(N) =exp(A)
=AM+ — )2

Notemos que E (X) =V (X) =\
Una propiedad 1til de las variables con distribucion de Poisson es que la suma de variables Poisson independientes
es Poisson. Es decir, sean X; y X5 variables aleatorias de Poisson tales que X7 ~ P (A1), Xo ~ P (A2) y X1 L Xo

18



yseaY = X; + Xo entonces Y ~ P (A1 + A2). Notemos:

PY =y)=P(X1+X2=1y)

P(Xl =$)P(X2 =

Y

(= (M +>\2))Z

Y

=exp (— (A + A2)) 5 Z

=0

(Up=o (X1 =2) N (X2 =y — )

z) N (X =y —x))

y—x)

Yy—x

_711)! exp (—A2)

A"

!y —x)

z=0""

(s

()\1 + )\2)y
y!

= 7)(/\1 —l—)\g)

=(A1+X2)?

exp (— (A1 + A2))

Veamos que la distribucién de Poisson nace de una binomial. Consideremos:

n—1n

N’N] /n € [1,N]

&

cn

Una sucesién de N intervalos de [0, 1]. Consideremos que en cada intervalo puede haber p un punto o ningtin punto

y que la probabilidad es independiente para cada intervalo. Derfinam
que indica si hay un punto en el intervalo I,, y tomemos X, ~ Be (%
Sn como la cantidad de puntos en el intervalo [0, 1]. O sea:

N
Sn=> X,
n=1
Notemos que como X,, ~ Be (%) = Sy ~B (N, %) Notemos:
. , A
lim Sy ~ lim BN, —
N—o0 N —oc0 N

os X,, como la variable aletoria de Bernoulli
). Definamos también a la variable aleatoria

i N A T . A N—zx
= lim — - —
N —oco x N N
s N AT NN
T NSoo 1) (N —z)I \ N N
v N! A\ A\ 77
= N N aiNe <1 N N) (1 N N)
—1 —exp(—A) —1
)\w
= g P (=A)
=P
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2.7. Distribucion Hipergeométrica

La Distribuciéon Hipergeomeétrica se utiliza para variables aleatorias que representan la cantidad de ensayos
positivos de m ensayos totales, sin reemplazos, y de una poblacién finita de N pruebas donde B se consideran
como pruebas positivas. Por ejemplo, consideremos que tenemos una bolsa donde hay N bolas rojas y verdes: B
son verdes y N — B son rojas. Queremos sacar m bolas de la bolsa (sin volver a meter las bolas que sacamos de la
bolsa) y queremos ver cudntas de las bolas que sacamos son verdes. Entonces, la variable aleatoria X que representa
la cantidad de bolas verdes que sacamos de la bolsa (sin reemplazo) es una variable aleatoria hipergeométrica.
Podemos expresar a esta distribucién como:

(2) (z)

(m)

En este caso para esta distribucién no vamos a calcular el valor de la esperanza ni el de la varianza porque no
tengo la menor idea de cémo se hace. Simplemente voy a escribir lo que dice en Wikipedia:

{E(X) —mE

H(N,B,m) =

_ N-B) (N-m
V(X) _m%( N : (N—l))

2.8. Distribucion Empirica

La Distribuciéon Empirica se utiliza para hacer estadistica con variables aleatorias que surgen a partir de
experimentos hechos. Es una funcién simple que toma los valores empiricos obtenidos a medida que se fueron
obteniendo. Podemos expresar a esta distribucién como:

~ 1
F(n) = —dx.x,

donde X; son los valores empiricos obtenidos de la variable aleatoria X y m es la cantidad de mediciones que
se hicieron. Notemos que esta distribucién no nos dice nada en particular de la variable, sino que nos sirve para
representar la informacion obtenida de los experimentos hechos. Por eso es que esta distribucién se utiliza para
hacer estadistica.

Veamos cuanto vale la esperanza:

E(X)

ZXZ%(BQ)Q
i=1

1 n
n 2%

Notemos que la esperanza es igual al promedio. Ahora veamos la varianza:

V)= 3 (X B Lo,
— 13 (X - B(X)?

n-

De la misma forma, la varianza es igual a la varianza muestral.

’ Nombre \ Distribucién | EX) | V(X) ‘
Bernoulli Be(p) = pox1+ (1 —p)dxo P p(l—p)
Geométrica Gp)=p1—p)* " % 1p—2p
Binomial B(n,p) = (Z)pm (1—p)"° np np (1 —p)
Binomial Negativa | NB (r,p) = (*Z})p" (1 —p)" " 5 %
Poisson PN = ;—T exp (—\) A A
Hipergeométrica H(N,B,m) = M mE B (NX,B) ((JX,:T))

Empirica F(n)= %5XX:L % 1 Xi % Y (Xi—E (X))2
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3. Variables Aleatorias Continuas

3.1. Definiciones

Definimos una Variable Aleatoria Continua a una variable aleatoria X : § — R tal que:
P(X € A) :/fX (z) da
A

Llamamos a fx la Distribucién de Probabilidad de X. Esta funcién debe cumplir que fx : R = R, fx (2) >
0Vz € S y cumple que:

ffx(x)dz—l

De la misma forma definimos la Distribucién Acumulada como:
Fy (2) = / Fx () dt

Notemos que estas definiciones son el equivalente continuo de los conceptos que definimos para variables aleatorias
discretas. También, sea p € [0,1] C R llamamos Percentil p a z, € S tal que Fx (z,) = p. En particular, llamamos
Mediana al percentil 1/2. Por dltimo, definimos el Promedio de una funcién g : R — R como:

(g) = / 9 (@) fx (2) da

En particular, la esperanza de una distribucién es E (X)

= (X).
Sea X una variable aleatoria continua que cumple X >0y

sea [ su distribucién de probabilidad entonces:

oo

E(X):/(l—F(x))dx

Notemos:

Con estas definiciones estamos listos para ver algunas distribuciones usuales para distintos tipos de variables
continuas.
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3.2. Distribucion Normal

34% 34%

2.35% 235%
\ [ \ |
u=30 Uu-20 Ww-O U W+o u+20 u+30
-3 -2 -1 0 1 2 3

Una de la distribuciones de probabilidad continua mas comtn es la Distribucion Normal. Sea X una variable
aleatoria con media u y varianza o? la distribucién normal se puede escribir como:

1 (z — p)?
V210 P <_ 202 )

Esta distribucion se usa para todos tipo de variables en las ciencias sociales y naturales cuando la “verdadera”
distribucién no se conoce. La importancia de esta distribucién va a ser mejor entendida cuando veamos el Teorema
Central de Limite, pero todo a su debido tiempo.

Definimos a la Distribucién Normal Estandar a la distribucién normal con los valores y = 0y 02 = 1. En
este caso la expresion de la distribucion es:

N (p,0%) =

N(0,1) =

1 ( xQ)
exp | ——
V2 PAT2
Esta versién particular de la distribucién es 1til ya que sus valores en distintos puntos estan bien calculados y

se encuentran con facilidad en distintas tablas (lo cual es util para hacer cédlculos de probabilidad, ya que la
integral es fea). Ademads, es til ya que una propiedad de la distribucién normal es que si X ~ N (u, 02) entonces

Z = =1 ~ N (0,1). Notemos:

def

(I)Z (Z) = FZ (Z)
=P(Z<z

)
oy

ag
=P(X <oz+p)
=®x (02 +p)
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= &‘I’X (0z+p)

=ofx (0z+p)

g< Lo ((02+uu)2>>
7\ Vore P 207

- oo 5)
=N(0,1)

De la misma forma podemos demostrar que una combinacién lineal de variables normales es normal.
Para complementar esta seccién y acostumbrarnos a hacer calculos con la normal demostremos que la distribucién
normal es una distribucién de probabilidad valida:

/OO 1 e <$2>dx ]o 1 e <x2>dx
 exp | = — <p | ——
V2T P 2 Vor P 2
—00 — 00
o0 o0
Joos(2)0) (T e ()
2r P 2 2m P 2 Y
1 x2 4 92
= //%exp( 5 >dxdy

3.3. Distribuciéon Uniforme

La Distribuciéon Uniforme se utiliza para variables aleatorias cuya probabilidad es uniforme en cierto intervalo.
Por ejemplo, podemos pensar en que la probabilidad de que llegue el colectivo a la parada es uniforme en un intervalo
de 10 minutos. Dentro de ese intervalo el colectivo puede llegar en cualquier momento y con la misma probabilidad,
la probabilidad de que llegue en el primer minuto es la misma de que llegue en el dltimo. Podemos describir a esta
distribucién como:

1
U(a,b) = mﬂ[a,b] (33),

donde [a, b] denota el intervalo (a,b € R, b > a) e I es la Funcién Indicatriz:

Nt
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Veamos cudl es la esperanza:

Ahora veamos la varianza:

V(X)=E(X?) - E(X)

1 a+b 2
2
I d
/x b [a,b] (l‘) x ( 2 )

/b.’L‘QdJJ a? + 2ab + b?
—a 4
1 23\ |° a® + 2ab+ b2
T b—a 3>a_ 4

_ b3 —a® a? + 2ab + b?

" 3(b—a) 4

7M(b2+ab+a2) B a® + 2ab + b?
B 3(b—ay 4

2
_ Ab? + 4ab + 4a® — 3a% — fzfab—%bg

12
B b? — 2ab + a?
N 12
(b—a)*
12

3.4. Distribucion Exponencial

La Distribucién Exponencial se utiliza para procesos continuos que suceden independientemente entre si y

con cierta frecuencia promedio \. Es la distribucién de probabilidad del tiempo entre sucesos de Poisson. Podemos
expresar a esta distribucién como:

EAN)=dexp(—Ax),z>0
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Veamos cudl es la esperanza:

Ahora veamos la varianza:
V(X)=E(X? - E(X)’

1

/merxp —Az)dz — 2
0

fimQ exp ( )\x))

1
)\< ) -

)\2

Una propiedad 1til de la distribucién exponencial es que, al igual que la distribucién geométrica, no tiene
memoria. Es decir, sea X ~ & (\) entonces P (X > z1 + 22|X > 1) = P(X > z3). Notemos:

(e}

P(X >2)= /)\exp(—)\t) dt

=2 e ()

— (0 exp (~\))
=exp (—Az)
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Usemos esta expresién de P (X > x) para demostrar la propiedad que enunciamos:
P(X >z +2z2)N(X = 21))
P(X > x4)

P (X > x1 + {EQ)
P(X > x1)
exp(=A (@1t a2))
exp (—Az1)

_ exp =Xy exp (—Awp)

ex X1

]P’(X}CC1+£L’2‘X 2"[1) =

= exp (—Az3)
= P(X 2 {EQ)

Otra propiedad 1til es que la distribuciéon exponencial es la versién continua de la distribucién geométrica. Es
por eso que ambas cumplen la propiedad de no-memoria. A lo que nos referimos con “versién continua” es que si
X,~G (%) entonces:

X
lim —" ~ & (\)
n—oo N
Notemos:
) Xn ]
lim P{— >z ) = lim P(X, > nx)
n

n—oo n— 00

nx
= lim (1 — )\)
n—00 n

(=%)(=xo)
, 1
e (=%)

= exp (—Az)

3.5. Distribucion Gamma

La Distribucién Gamma se suele utilizar en econometria para modelar tiempos de espera y en estadistica
bayesiana para modelar el pardmetro A de una distribucién de Poisson o exponencial. Podemos expresar a esta
distribucién como: v

I'(a,A\) = % texp(=Az), 2 >0
(0.0) = Fgg e e (Aa) = >0,

o0

/:czfl exp (—z)dz, z€ C

0

Vale que si z € N entonces I' (z) = (z — 1)!. Ademas, esta funcién cumple que ' (z) = (z — 1) T'(2) Vz € C.
No lo vamos a demostrar, pero vale que la esperanza de la distribucién gamma es:

donde T es la Funcion Gamma:

I'(2)

o
E(X)=—
(x) =3

y la varianza es:
o

Una propiedad ttil de la distribucién gamma es que si X; ~ € (\), 7 € [1,n] C N, entonces:

i=1

Tampoco vamos a demostrarla. Otra propiedad 1til (que tampoco vamos a demostrar) es que si X ~ I' (o, \) =
MXNP(a,g) Vu € R.
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3.6. Distribucion Chi Cuadrado

La Distribucion Chi Cuadrado es un caso particular de la distribucién gamma que se utiliza para testeo
de hipétesis y modela la suma de cuadrados de n variables aleatorias con distribucién estdndar normal. Podemos
expresar a esta distribucién como:

9 n 1
= F —, =
aor (o)

Llamamos a n los Grados de Libertad de la distribucién.
Notemos que al ser un caso particular de la distribucién gamma sabemos que su esperanza es:

EX)=n

y su varianza es:

V(X)=2n

3.7. Distribucion t-Student

La Distribucién t-Student se utiliza para estimar la media de variables normales cuando la cantidad de
muestras n es pequena (n < 30) y la desviacién estdndar es desconocida. Podemos expresar a esta distribucién

como:
n+1

T n+l SC2 T2
vnrl (5) n
En este caso también llamamos a n los grados de libertad.
No lo vamos a demostrar pero vale que la esperanza de esta distribucién es:

E(X)=0,n>1

y la varianza es:

V(X)= r ,n>2

n—2
Nombre | Distribucién | EX) | V(X)) |

Normal N (p,0%) = Z=exp (_ (o) ) u 2

. a b— 2
Uniforme U(a,b) = 7T, (2) aib ( 1;)
Exponencial E(N) = dexp (—Ax) % %
Gamma T'(a, ) = %xa_l exp (—Ax) « &
Chi Cuadrado X2 = (g, %) n 2n

F( n;»l ) 1;2 7%“ n
t-Student by = Vi (3) (1 + 7) O,n>1|25,n>2
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4. \Vectores Aleatorios

4.1. Distribuciones Marginales

Definimos un Vector Aleatorio al vector X : S — R, N € N con distribucién fx : RN — R tal que:
(fx (z) > 0vVx e RN) A /fx(m)dazzl
N

Sea Z={z; € R/x; <t;Vi€[1,N], t € RV} definimos la distribucién acumulada de X como:
Fx (o) = [ f(@)de

También, definimos la Distribucién Marginal de una coordenada x; de X como:

fx. (1) = / f (z) dé,

RN-1

donde x; es el vector con todas las coordenadas de X menos z;.
Veamos un ejemplo. Consideremos la siguiente distribucién:

1 x
f(x7y)=eXp<—y—>7x,y>0
Y Yy

Notemos:
f(z,y) >0V (z,y) € R?

oo
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Con esto demostramos que es una distribucién valida. Calculemos la densidad marginal de Y:

onin (ven ()

- iexp (—) (0+)

= exp (—y)

Por lo tanto, vemos que Y ~ & (1). Notemos que calcular la densidad marginal de X es significativamente més
dificil, ya que la integral es mas compleja.
Veamos otro ejemplo. Consideremos la siguiente distribucion:

1
f(z,y) = EH{0<y<m§1} (z,y)

Notemos que la funcién indicatriz logra acotar el dominio de la funcién. En este caso nos acota el dominio al
tridngulo rectdangulo con puntos (0,0), (0,1) y (1,1). Notemos también que el valor de la funcién no depende de y.
Primero, demostremos que esta funcién es una distribucién valida. Es evidente que f (z,y) = 0V (z,y) € R?, asf
que veamos que la integral nos da 1:

B
~
—
8
N
o
8

I
8=
=
B
=)
A
<
N
&8
N
-
Nt
—
&
<
~—
o,
<
[o
8

Calculemos la densidad marginal de X:

1
fx (z) = / —Lo<y<esny (.y) dy

1
:/;H{O<x<1} (z)dy

= Tjo<ax<ay (2)
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Ahora calculemos la densidad marginal de Y:

mH{0<y<w<1} (v,y)dx

1
;H{O<y<l} dil?

eI
/

In ()|, Lio<y<1} (¥)
= —In(y) [jo<y<1y (¥)

Ahora, veamos la independencia entre X e Y. Sean X e Y variables aleatorias con distribuciones fx y fy
respectivamente entonces X 1 Y <= f(z,y) = fx (2) fv (y). Consideremos el siguiente ejemplo. Supongamos
que tiramos una moneda dos veces. Definamos dos variables Bernoulli: X = 1 si el nimero de caras es pare Y =1
si la primera moneda es cara. Entonces, calculemos primero las probabilidades marginales:

P(X =1)=P({®,0}U{x,x})
1

2

P(Y =1)=P({0,0}U{0,x})

P
1
2

Ahora, calculemos la probabilidad conjuntas:

P(X=1Y =1)=P({®,0})
1
1
11
=25
=P(X=1)P(Y =1)

Por lo tanto, X L Y. En este caso es suficiente con mostrar que P((X =1)Nn(Y =1)) = P(X =1)P(Y =1)
porque X e Y'solo asumen dos valores.
Sean X e Y variables aleatorias y h y g funciones tales que:

P(XZJ},Y:y)ZCg(.’L‘)h(y),CER7

entonces:

X1lY

P(X =) = 200
Notemos:
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Anélogamente, podemos demostrar que:

Por lo tanto:

Asique X LY.

Antes de pasar al siguiente tema veamos el problema de la Aguja de Buffon. Consideremos que en una mesa
tenemos lineas paralelas separadas por una distancia D. Luego, una aguja de largo L < D se lanza sobre la mesa
y se considera el evento A como “la aguja interseca una de las lineas”. Veamos cudl es la probabilidad de que esto
suceda. Tomemos X como la variable aleatoria que mide la distancia entre el centro de la aguja y la linea paralela
mas cercana y 6 como la variable aleatoria que mide el dngulo entre la aguja y el eje perpendicular a las lineas.
Entonces, X ~ U (0, %) yO~U (0, g) Consideremos X 1 6. Entonces, la condicién necesaria para que la aguja
interseque una linea es que:

X < gcos (©)

Entonces:

}dxdﬁ

I
o
o\

——=1 L
™ D {xz<Z cos(f)
2 2 { :

/ dzdo

Notemos entonces que:
2L

DP(A)
Esto significa que si tiramos muchas veces una aguja (N veces) y contamos la cantidad de veces que la aguja
interseca una linea (M veces) entonces podemos aproximar P (A) = % y entonces aproximar 7 como:
2LN
DM

m =

T &
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Resulta que a medida que N — oo entonces la estimacién de 7 cada vez es mejor.

4.2. Esperanza y Covarianza

Al igual que veniamos haciendo, definimos la esperanza de la coordenada X; de un vector aleatorio X como:

~ [ X (@)de
s

Anélogamente, sea g : RY — R definimos el promedio de g como:
= [ 9@ (@) de
RN

Ahora, un concepto nuevo que vamos a ver es la Covarianza. Sean X e Y variables aleatorias definimos la covarianza
entre ambas como:

Cov (X,Y) = E((X — E(X)) (Y - E(Y)))

Notemos que Cov (X, X) = V (X). Demostremos que Cov (X,Y) = E(XY)—-E(X)E(Y):

Cov (X,Y) = E((X - E(X)) (Y - E(Y)))
:E(X E(Y)X ( )Y + E(X) E(Y))
=E(XY) EY)E ( ) — ECOEA(Y) + ELOEAY)
=EXY)-E(Y)E(X)

Notemos que si X =Y entonces nos queda la expresiéon que conocemos de V (X).

Lo que la covarianza mide es de cierta manera la relacion que hay entre ambas variables aleatorias. Es decir, si
hay una fuerte relacién positiva entre X e Y (X es grande cuando Y es grande y Xes chico cuando Y es chico)
entonces la covarianza serd positiva. Si hay una fuerte relacién negativa entre X e Y (X es grande cuando Y es
chico y viceversa) entonces la covarianza serd negativa. En cambio, si no hay relacién entre X e Y la covarianza
es nula. En otra palabras, si X L Y = Cov(X,Y) = 0. Sin embargo, es importante mencionar que no vale la
inversa. Es decir, Cov (X,Y) #0 = X L1 Y. Demostrémoslo:

E(XY) = / zyf (z,y) dady

R2

:/meWAmM@

R2

- /fo(sc)dx /yfy(y)dy

R R
=E(X)E(Y)

~Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)
=0

Veamos un ejemplo. Consideremos una distribucion:

6
f(z,y) = R (z+9°) Lwyenx01]} (2,9)
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Entonces:
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Notemos que E (X) = E(Y). Calculemos la covarianza:

Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)

= /xyf (,y) dzdy — <§) <§)

1 1
6 9

—//xyg(x—&-y)dxdy—%
0 0

6 [ [ 9
5//xy+xy dxdy—%
0 0

1 L x=1
79/ ﬁ+£23 dfg
5/ \3YVT Y)Y
0

6 [ 3 9

y .,y

= — Z4+Z ) dy - —
5/<3+2>y 25

0
_6 (v v 9
S 5\6  8)|, 25
6 1+1 9
~5\6 8 25
_1_9
20 25
__1
100

Como la covarianza es negativa sabemos que X e Yestdn inversamente relacionadas pero como es un nimero pequeno
(ﬁ < %) entonces sabemos que las variables estan relativamente desvinculadas.
Veamos otro ejemplo. Consideremos ahora la siguiente distribucién:

3
flx,y) = 3 (2® + ¥*) Ljepye - 1,1 x [~ 1,13 (T, )

Notemos:

1 13
/f(x,y)z//g(w + %) dzdy
R2 121

1
3 a3 9 w=t
= - — d
-1
3 / 2
== S 427 )d
8/<3+ y) v

|
—
—

<
+

N— Wl
<

w

~

|
—

Wik Wl
_|_
[GLNITEN

TN

= oolw ool w

,1] x [—1,1] sabemos que f es una distribucién védlida. Notemos ademaés

Ademés, como f (z,y) > 0V (z,y) € [-1 [
= —y) = f(—z,—y). Demostremos que esta propiedad de la funcién nos asegura que

que f(xay) = f(_x’y) f(lC,
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E(X) = [ af (z,1) dudy

R2
0 /0 o0

_4 _4 xf(:v,y)dero/mf(x,y)dx) dy

—_4 —O/Uf(—u,y)du—i-o :cf(x,y)d:v) dy

:_ZO —O/Uf(u,y)du+0/xf(m,y)dx) dy

-0

S E(X)=0

Andlogamente podemos mostrar que como f (x,y) = f (z, —y) entonces F (Y) = 0y que como f (z,y) = f (—z, —y)
entonces E (XY) = 0. Por lo tanto, la covarianza es:

Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)
=0

Este resultado nos tentaria a decir que X L Y. Sin embargo, recordemos que X 1 Y <= f(z,y) = fx () fv (),
en este caso no existen funciones fx y fy tales que f (x,y) = fx (z) fy (y). Por lo tanto, X [ Y pero Cov (X,Y) = 0.
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5. Ley de Grandes Numeros y Teorema Central del Limite

5.1. Definiciones

Finalmente empezamos a adentrarnos a la parte estadistica de la materia, que en mi opinién, es la parte mas
divertida. Sea X una variable aleatoria definimos un Modelo de X a un vector X de n variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (o #d) donde cada componente X; del modelo representa un ensayo
de la variable X. A los valores numéricos & del modelo de X lo llamamos una Muestra de X. Por ejemplo,
consideremos a X la variable aleatoria que indica el resultado de tirar una moneda. Entonces, un modelo de X seria

el vector:
X=(X X2 X3 X4 X5)

que representa 5 lanzadas de la moneda. Si al lanzar el dado 5 veces obtenemos dos veces cara, luego una vez cruz,
luego otra vez cara, y luego otra vez cruz entonces la muestra  del modelo de X seria:
)

z=(110 1 0)

Los modelos y las muestras son el elemento principal y necesario para hacer estadistica de una variable aleatoria.
Sea X modelo de una variable aleatoria X definimos la Media Muestral de X como:

Notemos que vale que E (X,,) = E(X) y V (X,) = 1V (X):

E(X,)=E 1Zn:xi>

N

<

;Q.

Il I
3= <
< S|
VI
b s
~ —

I

| —
agh

=

>

Sl 3
<
=

Definimos también la Desviacién Estandar de X como:

Ademas, llamamos Error Estadistico al coeficiente:

Err (X) =
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5.2. Ley de Grandes Nimeros

Antes de ver la ley de grandes niimeros veamos un par de propiedades necesarias para demostrarla y que nos
van a ser utiles a la hora de resolver ejercicios.
Sea X > 0 una variable aleatoria con esperanza finita y sea € > 0 entonces:

Llamamos a esta propiedad la Desigualdad de Markov. Notemos:

E(X)

/x]P’(X:x)dx
0

:/xIP’(X:x)dx—i—/xP(X:x)dx

Sea X una variable aleatoria con esperanza finita y sea ¢ > 0 entonces:

V(X)

P(X - E(X)|>9) <

Llamamos a esta propiedad la Desigualdad de Chebyshev. Tomemos Y = |X — E (X)|. Entonces:

Ahora si estamos listos para enunciar y demostrar la Ley de Grandes Niimeros. Sea X una variable aleatoria
y sea X un modelo de X entonces:
lim P (|X, - E(X)|>¢) =0ve>0
n—oo
Antes de pasar a demostrar esta ley frenémosnos a ver qué significa. Este limite nos dice que a medida que n,
la cantidad de ensayos de X en el modelo, crece entonces la probabilidad de que la media muestral difiera de la
esperanza tiende a cero. Es necesario remarcar que X y X, no son la misma cosa: X es la variable aleatoria definida

probabilisticamente y X, es una variable aleatoria que toma un valor puntual al hacer un ensayo de X. Lo que la
ley de grandes nimeros nos dice es que si n — oo (0 sea, si hacemos infinitos ensayos) entonces X,, — F (X). Esto
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de cierta manera le da validez al proceso de hacer ensayos, ya que de no ser asi de nada nos serviria hacer ensayos
de X porque no nos dirfa nada de X. Es por este motivo que al definir a la esperanza la comparamos con la nocién
tipica de promedio (o media), ya que a medida que hacemos muchos ensayos ambos convergen al mismo valor.

La demostracién es simple. Notemos:

dim P (|X, — E(X)| >¢) = lim P(|X, — E(X,)] > ¢)
< lim ()2( )
n—o00 £
= lim lV(j()
n—oo M £
=0

Veamos un ejemplo. Consideremos un experimento Bernoulli donde X ~ Be(p). Entonces, veamos cudntas
repeticiones del experimento deberfan hacerse para que la media muestral difiera de p en menos de 0.01 con
probabilidad mayor o igual a 0.95. Es decir, queremos hallar n tal que P (’Xn - p| > 0.0l) < 0.05. Notemos:

P (|Xn —p| >0.01) =P (| X, — E(X)| >0.01)
=P (|X, - E(X,)|>0.01)

V(X

(0.01)?

10000

= ——V(X)
_ 10000p(1 —p)

n
< 0.05

n > 200000p (1 — p)
Notemos que p (1 — p) < 0.25, asi que n > 50000.

5.3. Funcion Generadora de Momentos
Sea X una variable aleatoria definimos el Momento de orden k& de X como:
my = E (X%),

siempre y cuando la esperanza exista (my < oo). Al primer momento E (X) = u lo llamamos posicidn, al segundo
momento F (X 2) = 0% + 2 lo llamamos dispersion, el tercer momento lo llamamos asimetria y el cuarto momento
lo lamamos kurtosis. Ademds, definimos la Funcién Generadora de Momentos (FGM) como:

Mx (t) = E (exp (1X)),

siempre y cuando exista ¢ € (—h, h) para algin h € R. Esta es una condicién técnica para que Mx (t) sea diferen-
ciable en t = 0.
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Veamos algunas propiedades de la FGM:

k=0
B
k=0
Entonces, notemos que:
4" A" o=t
G MO = g 2
=0 k=0 t=0
n—1 tk

k=n t=0
tk—n
my
k—mn)!
t=0
k
t=0

Es por esto que definimos la FGM de esta manera. Cada una de las derivadas nos devuelve uno de los momentos.
Dada una variable aleatoria cualquiera la FGM nos define univocamente todos los momentos (y viceversa).
Veamos algunos ejemplos de FGM para distribuciones usuales. Empecemos considerando la distribucién expo-

nencial. La FGM de la exponencial es:

A
M (t _—
1) =5
Notemos:
B(X) = S (1)
Cdt o
_ A
- 2
A=)},
_ 1
DY
~—~
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E(X?*) = —M(t)

24
M

Notemos que en general para la distribuciéon exponencial vale que:

k!
mkzﬁ

Enunciemos y demostremos una propiedad de la FGM que ya mencioné antes. Dada una distribucién de proba-
bilidad la funcién generadora de momentos es tnica para esa distribucién. Es decir, la FGM tiene la propiedad de
unicidad: existe una tinica FGM para cada distribucién y una tnica distribucién para cada FGM (salvo a lo suma
en un conjunto de probabilidad 0). Para demostrar esta propiedad consideremos una variable aleatoria X con rango

Rx = [1,n] C N. Entonces:
M (t) = E (exp (X))

exp (it) P (X = 1)

I
NE

o
Il
N

P(X =1)2

M=

o
Il
A

Entonces M (t) es un polinomio de z = exp (¢) con coeficientes a; = P (X = 7). Definamos entonces a este polinomio

como:
n

Q(z)= Z a;z"
i=1

Notemos que Q y M contienen la misma informacién ya que son esencialmente la misma funcién. Sin embargo,
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como (Q es un polinomio sabemos que:

dk L
@Q (2) = daF ZCWJ
2=0 i=1 2=0
dk k—1 k n
= azzl—kWZaizZ
i=1 i=k 2=0
n ]
_ . i—k
=0+ Zal( k)'z
i=k 2=0
- il
— . i—k
= klay + Z ali(i — k)!z
i=k+1 2=0
= k!ak
=kIP(X =k)
1 dF
z2=0

Por lo tanto, dada la FGM la distribucién de probabilidad queda univocamente definida. La inversa se demuestra
facilmente por definicién.
Veamos algunas propiedades mas de la FGM. Sean X; variables aleatorias independientes entonces:

M, (0= T Mx, ()

Notemos:

Otras propiedades son:

= Max s (t) = exp (tb) Mx (at).

Z ~N(0,1) = Mz (t) = exp (%)

X ~ N (p,0%) = Mx (t) = exp (tp) exp (‘72%)'

= Si X; son variables aleatorias iid con media y y varianza o2 entonces si S, = >, X; = Mg, (t) = (Mx (t))".

T, = 58, = M, (t) = (Mx (ﬁ))n

5.4. Teorema Central del Limite

Antes de enunciar el teorema central del limite veamos el concepto de convergencia en distribucién. Sea {X;}
una sucesion de variables aleatorias decimos que Converge en Distribucién a Fy si:

lim Fy, (y) = Fy (y)

n—o0
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Esto ya lo vimos cuando enunciamos la propiedad de la distribuciéon exponencial que es la “version continua” de la
distribucién geométrica. Vimos que si definimos la sucesién de variables aleatorias {XT} con X, ~@G (%) entonces

{ %} converge en distribucion a £ (\):

X,
lim P ( > x) lim P (X, > nx)
n—o0 n n— o0

)\ nx
= lim <1 — )
n— 00 n

) (%) (=)
= lim (1+ — >
n—oo ( X)

=exp (—Az)
Ahora si podemos enunciar el teorema. Sean X;, ¢ € [1,n] C N variables aleatorias iid con media p y varianza
ef — . . .z
o? y sea S, = >, X; entonces definiendo Z, = So \/%" resulta que Z,, converge en distribucién a una normal

estandar A (0,1). Antes de demostrar este teorema veamos qué significa. Este teorema es importante para hacer
estadistica porque nos dice que si armamos un modelo X de una variable aleatoria X cualquiera (cuya distribucién
es desconocida) entonces siempre y cuando tengamos suficientes muestras (n — o0) entonces podemos armarnos

una variable aleatoria normal estandar como: S
—nu
n

ovn
que nos va a ser util para hacer cédlculos de probabilidad incluso cuando desconocemos la distribuciéon de X. Si
queremos hacer célculos de probabilidades en X sin saber su distribucién simplemente hacemos calculos sobre Z,
y de alli sacamos conclusiones sobre X.

Demostremos este teorema. Consideremos que existe la FGM de X; y notémosla como M. Tomemos también
1 =0y o =1 para simplificar (después vamos a ver cémo se extiende). Entonces, calculemos la FGM de Z,, en
funcién de M:

Z, =

My, (t) = E (exp (tZ,))

o)

=E (H exp (%X))
%

Entonces, veamos cémo es la FGM de Z,, a medida que aumenta la cantidad de muestras. Es decir, veamos cudl es
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el limite de My, (t) cuando n — oo:

. . n(_t
Jim Mz, (0= Jim 0 (72)

R G )

=exp | lim

~—
—0

3 "t
M (%)
3

=exp | lim 222 v

n—oo 1 ar(_t

=M ()

=exp | lim

t
n—oo 2 1 t
T E &)
n n

—_——
—0
tiM// L
= exp lim% ; 26? tn ;
n—0o0 ’
2ﬁ%/M 7)+2ﬁ%/M (7)
(e M)
=exp | lim —

t2
()

O sea, que la FGM de Z,, tiende a Mz, = exp (%) Esta es la FGM de una distribuciéon normal, y como la FGM

determina la distribucién eso significa que Z,, es una variable normal estdndar. Esto es lo que el teorema central del
limite establece. Notemos que si p # 0 y/o o # 1 entonces lo tnico que hay que hacer es estandarizar la variable
aleatoria tomando:
Xi—p
o
Consideremos un ejemplo. Supongamos que sumamos numeros en una calculadora y que aproxima a cada
numero por el entero mas proximo. Por lo tanto, asumamos que los errores de aproximacién son independientes y
con distribuciéon U (—%, %) Entonces, si sumamos 1500 niimeros, ;cual es la probabilidad de que el valor absoluto
del error exceda 15?7 Tomemos X; como el error correspondiente al i-ésimo sumando y tomemos 7;, como el error
total de una suma de n sumandos. Vale que:
n
T,=> X;
i=1

}/i:

Queremos calcular P (|Ty500] > 15). Notemos:




Entonces:

Th
n
12

1500
P (|T1500| > 15) =P (‘\/ TQZwoo

Por lo tanto, si tomamos Z,, = tenemos que:

- 15>

Ahora veamos, jcudntos nimeros n pueden sumarse a fin de que P (|7,| < 10) > 0.97 Notemos:

P (T, < 10) = P (10 < T, < 10)
n

=P|-10<4/—5Z2, <10
(—20\/3 < Z, < 20\/§>
n n

=P

> 0.9
Entonces, buscamos en la tabla qué valor méximo de z, entonctramos cuya integral valga menos que 0.95 (ya que
en estamos acotando por ambos extremos). Resulta que 29495 = 1.64, asi que:

1.64 < 20\/§
n

2
< 20V/3
1.64

n < 446
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Parte 11

Estadistica

Probabiility
(P(Z<2)

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1hal
12
13
14
15
16
17,
18
19
20
pail
22
23
24
2.5
26
2.7
28
2.9
3.0
3.1
3:2
33
3.4

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5754
0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.6554  0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.7258 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7518 0.7549
0.7580 0.7612 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7996 0.8023 0.8051 0.8079 0.8106 0.8133
0.8159 0.8186  0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 09131 0.9147 0.9162 09177
0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 09279 0.9292 0.9306 0.9319
0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 09406 0.9418 0.9430 0.9441
0.9452  0.9463 0.9474 0.9485 0.9495 0.9505 09515 0.9525 0.9535 0.9545
0.9554  0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 09608 0.9616 0.9625 0.9633
0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9700 0.9706
0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 09750 0.9756 0.9762 0.9767
0.9773 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 09846 0.9850 0.9854 0.9857
0.9861 0.9865 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 09881 0.9884 0.9887 0.9890
0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
0.9918  0.9920 0.9922  0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 09948 0.9949 0.9951 0.9952
0.9953  0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 09979 0.9980 0.9980 0.9981
0.9981 0.9982 0.9983 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 09992 0.9992 0.9993 0.9993
0.9993  0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 09994 0.9995 0.9995 0.9995
0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 0.9998
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6. Estadistica Paramétrica

6.1. Estimacion Puntual

La Estadistica Paramétrica consiste en fijar un modelo X de una variable aleatoria X y buscar los pardmetros
de la distribucién. Para eso, vamos a definir al Estimador Puntual 6,, como una variable aleatoria funcién de
X que determina los parametros de la distribucién. Si al estimador lo aplicamos sobre una muestra el resultado
es la Estimacién. Existen distintos métodos para armar estimadores puntuales que cumplan las condiciones que
esperamos de un estimador.

6.1.1. Método de Momentos

Consideremos la variable aleatoria X ~ Be (p). Entonces, definamos al estimador p,, como una variable aleatoria
que vamos a usar para estimar p. Tenemos n muestras que forman un modelo X, asi que podemos definir a p,
como:

Esto tiene sentido ya que:

n—oo

Llamamos a un estimador 6,, Consistente si:

lim 6,, = 0,

n—oo

donde 8 es el pardmetro que queremos estimar. Definimos también el Sesgo entre un estimador y el parametro
como:

b () = B (0.) —0
Con esta definicién del sesgo podemos definir a un estimador como Insesgado si b (én) = 0 o Asintéticamente

Insesgado si b (én) — 0.

Veamos un ejemplo. Consideremos la variable aleatoria X ~ &£ (\) y estimemos A. Definamos:

Notemos:

Asi que sabemos que A, es un estimador insesgado. A su vez, es claro que A, — A. Esta forma de construir
estimadores en base a la media muestral y desviacién estandar se llama Método de Momentos, ya que utilizamos
los momentos muestrales de X para armarnos de un estimador.
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__ at+b

Veamos ahora otro ejemplo. Consideremos que X ~ U (0,6) y estimemos ¢. Como E (X) = %32 podemos usar

el método de momentos y definir én = 2X,,. Notemos:

b(6,) =E(8,) -0

=F(2X,) -0
= 2E(X) -0
0446
=20

=0

Este estimador seria insesgado. Sin embargo, también podemos definir al estimador como:

~

Supongamos que max (X) = X;. Entonces:

E@JzEmaqmm

0
= /x]P’ (zr = méx ({z})) dz
0

o0

= /ac(SD(x—H)dx

— 00

=40

b (0n) =0

Este estimador también es insesgado y también cumple que 6,, — 0.
Veamos un ejemplo més. Ahora consideremos que X ~ U (—6,0) y estimemos 6. Notemos que ahora no podemos
usar el primer momento para definir al estimador, ya que E (X) = 0. Entonces, usemos el segundo momento.
02

Sabemos que V (X) = % asi que:

i=1

Es claro que este estimador es insesgado y que tiende al parametro.

6.1.2. Método de Maxima Verosimilitud

El Método de Maxima Verosimilitud es un método alternativo al método de momentos para construir
estimadores puntuales. Fue creado por Fisher en los 1920s. Este método consiste en usar el modelo que tenemos
de la variable aleatoria para buscar la forma del estimador que vuelva méas verosimil al modelo obtenido. Es decir,
queremos que el estimador tenga la forma que haga que la probabilidad de haber obtenido el modelo que obtuvimos
sea maxima. Para mostrar mejor cémo funciona este método veamos algunos ejemplos.

Supongamos que le preguntamos a n personas si votarian a A o B candidato en las proximas elecciones presiden-
ciales. Queremos estimar la probabilidad p de que voten al candidato A. Entonces, tenemos una variable aleatoria
X ~ Be(p) y tenemos un modelo de X, X. Tenemos que la probabilidad de haber obtenido el modelo X es:

P(X:SC)Z]P)((Xl :xl)ﬂ(Xg:xg)ﬂ---ﬁ(Xn:xn))
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Entonces, busquemos p tal que P (X = x) sea médximo. Es decir, busquemos el valor de p que hace que nuestro
modelo sea el mds verosimil (el modelo “més esperable” de obtener). Para eso, definamos al estimador p,, tal que

IBX=2) _ ). Para simplificar esta cuenta tomemos el logaritmo de P (X = ). Definamos £ =In (P (X = x)):

dp
oL o — 1—a;
— =—1In Ti(1 — :
= O <£lp (1-p) )

In (p™ (1-p)" ")

-

«
Il
-

M=

(ziln(p) + (1 —x;)In (1 —p))
1—1‘1‘
l—p)

1 n
wﬁmewm

~.
—_

i
N
— ]

SHES

M= Qe e

SIS A N

s.
I M:
I,

|
b
3
+
b
3

—_
|
—_
|
b

= X, —

Tp(-p)tt 1-p
(A—pX,, =ap(1l—pJ
Xn =D
Por lo tanto, definimos a nuestro estimador como:
ﬁn = Xn

En este caso el resultado de este método es el mismo que con el método de momentos. Sin embargo, en otros casos
este método puede devolvernos un estimador distinto.

Ahora consideremos que X ~ U (0,0) y busquemos estimar 6. Este problema ya lo resolvimos antes usando el
método de momentos. Notemos:

) Iix, <oviy (X4)

o

|

=
— =

Limax({x,h<oy (X)

Notemos que £ es un funcién decreciente de 6. Por lo tanto, si queremos méximizar 6 entonces vamos a tomar
el menor valor posible de . Ya que méx ({X;}) < 6 tomemos al estimador de maxima verosimilitud como 6,, =
méax ({X;}). Este estimador ya lo habfamos propuesto anteriormente, solo que sin un fundamento riguroso como
ahora.
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Sea 6,, un estimador de 6 llamamor Error a la diferencia entre la estimacién y el parametro:
Err (én) =0,—0

Definimos el Error Estandar como la desviacién estandar de la estimacion (a (én)> y definimos el Error Cua-

ECM (0,) = B ((an - 9)2>

dratico Medio como:

Notemos:

(0= 0))) 2 (-2 0) (56 -0) £ (56 )
=% (6,) + 2B <9nE (6.) = b0 (£ (en))2 +E () 9) +62 (0n)

— o2 én) ) (E (Gn) E (9) _E (en) 09— E (én) E (an) VE (9n) 0) + b2 (en)
_ o2 én) +2F (én) (E (én) —G—E(Hn +9) + b2 én)

I
Q
[V
S
3
N———
+
S
[ V]
VN
S
3
N—

Por dltimo, definamos al Estimador de Varianza o Varianza Muestral:

A 1 - S \2
Sﬁ:nilz(xi—xn)
i=1

Notemos que S2 = ﬁaQ. Esta diferencia menor se debe a lo siguiente:

. 1 n o
Sﬁ:n_lz(xi—xn)

n

= nil (X -2X X, + X2)
=1

1 . - _
= 1<fo2nxg+nxg>
n—
=1
n 1 < X2 _ 2
n—1 E; i O
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n
:niIZE(Xf—QXXn+X2)
1=1
1< p _
s (A Een - 23 s+ £(5)
i=1 =1
n a2 = 11 1 e
= | E(X®) = 53 D EGX) (5 + 50 ) + 5> D E(XiX;)
i=1 j=1 i=1 j=1
i=1 j=1 i=1 =1 j=1

I
3

| 13
[a—y

/~
Q
no
|

S|
Q
[V}
~_

=0

O sea que el estimador de varianza definido de esta manera rara tiene la propiedad de ser insesgado. Ademas:

n

i 1

S

72X, X, +X7)

—1 4
z:l

= — (zn: X? - 2nX? —|—nX2>
— < zn:XQ X2>

Notemos:

1 & -
=D IP. GEEYTRE N G LN
n = n—1

82 51 (42 + 0? — )

O sea que el estimador de varianza ademas es consistente.

6.2. Intervalo de Confianza

Vimos que una forma de determinar los parametros de una distribucién de probabilidad es usando un estimador
puntual. Otro modo es reemplazar la estimaciéon puntual del parametro por un intervalo de valores posibles. Lla-
mamos a este intervalo de posibles valores del parametro un Intervalo de Confianza. Todo intervalo de confianza
tiene cierto nivel de “confianza”. Llamamos confianza a la probabilidad de que el pardmetro esté dentro de ese
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intervalo. Es decir, si 6 es el pardmetro que queremos estimar entonces el intervalo de confianza p de 6 es I si
P (0 € I) = p. Por lo general, se define a como la Probabilidad de Error y entonces se define al intervalo como
P8 € I,_4) =1 — a. Veamos un ejemplo.

Consideremos una variable aleatoria X ~ N (u, 02) con parametro p desconocido. Sabemos que si tenemos un
modelo X de X podemos definir:

Usando la tabla normal podemos ver que P (—1.96

P(-1.96 < Z < 1.96) =P

o
=PX,—-196— < X, +1.96
Ja SHSAT
=0.95
Notemos entonces que esto significa que la probabilidad de que p esté en el intervalo [X —1.96 }, Xn+ 1.96%

es de 0.95. Definimos entonces el intervalo:

I:{ —1.96-2= X"+196}

Vi Vi

como el intervalo de confianza para p de confianza 0.95 (o con probabilidad de error a = 0.05).

En general, para armar intervalos de confianza se utiliza un método conocido como el Método del Pivote. Sea 6
el pardmetro que queremos encerrar en un intervalo y sea X un modelo de la variable aleatoria X, el método consiste
en encontrar una funcién 7' (X, 0) tal que la distribucién de T no dependa de 6. Entonces, podemos construir al
intervalo como P (T (X,0) € I) = 1 — a. Veamos un ejemplo.

Consideremos la variable aleatoria X ~ £ (X). Vimos que una propiedad de la distribucién gamma es que la
suma de variables exponenciales sigue una distribucién gamma. Es decir:

i=1

Ademsds, vimos que la distribucién gamma cumple que:

X ~T(n )\ = ,uX~F<n,/\>
w

Entonces, podemos definir:

T(X,A):)\zn:Xi

i=1
=X,
~T(n,1)

Notemos que esta funcién pivote cumple que es funcion de X y de A y ademds cumple que su distribuciéon no
depende de A. Por lo tanto, la podemos usar como funcién pivote:

P(T (X)) € [22,21-2]) =P (AnX, € [22

(el )

=1—«

N\Q
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= |: Z% Zl_;:|
. nX, nX,

Notemos que en este caso como estamos usando la distribucién gamma 24 es el percentil § de I'(n,1) y 21_¢ es el
percentil 1 — & de I" (n, 1).
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7. Tests de Hipétesis

7.1. Tests Paramétricos

Antes de adentrarnos a describir los tests de hipo6tesis veamos de qué tratan con un ejemplo. Consideremos que
estamos decidiendo irnos de viaje a una isla donde habitan dos distintas tribus de aborigenes: una tribu pacifica y
amigable donde la altura promedio de la poblacién es de 170 cm y otra tribu hostil de canibales donde la altura
promedio de la poblacién es de 150 cm. Un explorador acaba de llegar a la isla y nos cuenta que vio a 9 aborigenes
y anotoé sus alturas. Tomemos X como la altura de uno de los aborigenes y X como el modelo de n = 9 aborigenes
que observo el explorador. Queremos estimar p, la altura promedio de los aborigenes, para ver si la tribu es amigable
0 no y en base a eso decidir si vamos a viajar a esta isla. Para eso, vamos a definir una altura media critica H
donde si Xg < H no viajamos y si Xg > H viajamos. Como estamos trabajando con una muestra de 9 aborigenes
no podemos saber con seguridad si la tribu es amigable o no. Por eso, debemos definir una probabilidad a que
vamos a interpretar como las chances de que la tribu sea de canibales pero que toleramos como para viajar de todas
formas. Es decir, si las probabilidades que la tribu sea de canibales es de o 0 menos entonces vamos a viajar, estamos
comodos con esas chances (« en principio deberia ser un valor pequeno de probabilidad si valoramos nuestras vidas).
Entonces, vamos a buscar un intervalo de confianza para g con probabilidad de error «. Definamos la Hipdtesis
Nula Hy como “la tribu es hostil”. Es decir:

Hy: p=150 cm

Queremos ver si podemos rechazar esta hipétesis y viajar a la isla. En este caso, « es la probabilidad de rechazar la
hip6tesis nula cuando es verdadera (lo cual significa nuestra muerte). Definamos entonces la Hipdtesis Alternativa
H; como un posible resultado del experimento si no se cumple la hipo6tesis nula. Es decir:

Hy: p# 150 cm

Entonces, tomemos « = 0.05 tal que las probabilidades que decidamos viajar y que seamos comidos por canibales
sea igual o menor a 5%. Si asumimos que X ~ N ([L, 02) entonces calculemos la altura media critica de H donde

P (X, > H|Hp) = a. Sabemos que P (Z > z1_,) = « asi que si definimos:

o
SoH = o+ Zlfa%

Esta altura cumple que P(Xn > H|H0) = «. Entonces, nuestro test va a consistir en calcular X, y si X, >
Lo + zl,aﬁ entonces vamos a viajar y si no no vamos a viajar. Supongamos que el explorador nos dijo que para
n = 9 obtuvo que Xy = 158 cm y que sabemos que la desviacién estandar de las alturas es de o = 10 cm. Entonces:
o
H=pu+z21_a—
Ho 11—« \/ﬁ

10
— 150 cm + 1.64 - —2

Vo

= 155.47 cm

Como Xg = 158 cm > H = 155.47 cm sabemos que la probabilidad que la tribu sea hostil es menor que del 5% v,
por lo tanto, nos vamos a ir de viaje.

Un Test de Hipdtesis es un método de decisién basada en un estadistico (o variable estadistica) para ver si
ciertos datos apoyan cierta hipdtesis. El método consiste en definir dos hipétesis: la Hipétesis Nula (Hp) que es
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la hipdtesis que queremos testear y que nos da informacién precisa sobre un estadistico (u = 150 cm en el ejemplo
anterior) y la Hip6tesis Alternativa (H;) que es la hipétesis que vamos a tomar si es que rechazamos la hipdtesis
nula (no necesariamente es el complemento de la hip6tesis nula). Una vez definidas las hipétesis se define una
Region de Rechazo que es una region o intervalo donde si el estadistico estd dentro se rechaza la hipétesis nula
(X, = H en el ejemplo anterior). Para definir esta regién serd necesario definir dos tipos de errores. Llamamos
Error de Tipo 1 (@) a la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es verdadera (en el ejemplo anterior
es la probabilidad de viajar cuando los aborigenes son hostiles). Llamamos Error de Tipo 2 (5) a la probabilidad
de no rechazar la hipdtesis nula cuando es falsa (en el ejemplo anterior es la probabilidad de no viajar cuando los
aborigenes son amigables). Una vez definidas las hipdtesis y los errores se puede armar una regién de rechazo y
entonces el test consiste en medir el estadistico en cuestion y fijarse si cae dentro de la zona de rechazo. Si es asi
entonces se rechaza la hipétesis nula y se toma la hipdtesis alternativa, y si no no se puede rechazar la hipétesis
nula. Esto no es lo mismo que aceptar la hipétesis nula, si no que significa que los datos adquiridos no pueden
rechazar la hipétesis nula. Esto puede ser porque la hipotesis nula sea verdadera o porque no tenemos suficientes
datos. El test no sirve para afirmar la veracidad de una hipétesis, sino para averiguar si se puede rechazar una
hipétesis.

Habiendo definido como funciona un test de hipétesis falta ver cémo podemos armar la region de rechazo R. Por
lo general, vamos a definir la regiéon de rechazo fijando al error de tipo 1 « a un valor determinado. En el ejemplo
anterior fijamos o = 0.05 y buscamos la zona de rechazo para el estadistico X,, que cumpla que P (X'n € R) = .
De esta forma, hallamos que la zona de rechazo era R = [ug + zl,a%, 00). Otra forma de hacer el test es en vez
de definir una regiéon de rechazo calcular un estadistico llamado p-Valor. El p-valor es la probabilidad de que el
estadistico sea mas extremo que el observado con los pardmetros de la hipétesis nula. Con el p-valor calculado lo
que debemos hacer es compararlo con a y si p < « se rechaza la hipétesis nula. Veamos un ejemplo.

Consideremos un mago que saca 1500 cartas del mazo y logra adivinar el color de 795 de ellas. Queremos hacer
un test para ver si el mago es verdaderamente mago o si simplemente tuvo suerte. Definamos la variable de Bernoulli
X ~ Be(p) para expresar si el mago adivina o no una carta. Entonces, las hip6tesis del test son:

Hy p—%
H1 p>%
Usemos:
X, —
z=2n"HF
vn
o Xn_p
p(1—p)
n
~ N (0,1)
X, —
P(Z > 21_a|Hy) = P L S o olHo
p(1—p)
_ 1—
:P( n>p+ p( n p)21a|H0>
- 1 fl—a
=P - 14+ —
(25 (1+22))
=

Por lo tanto, la region de rechazo para este problema es R = (% (1 + %) ,oo). Ahora, si queremos calcular el

p-valor debemos ver cudles son las probabilidades de que el estadistico (X,, en este caso) sea més extremo que el



calculado con los pardmetro de la hipétesis nula (p = 1/2). Es decir:
p=P(X > X,|H)

Xn —-p
p(1—p)

n

=P(Z > n(2X, - 1))

=P|Z> |H

Ahora usemos los datos del problema para sacar conclusiones del test. Sabemos que n = 1500 y sabemos que acerto
795 cartas, asi que:

X, = 795
1500
=0.530
Tomemos a = 0.005, tal que 21—, = 2.57 y entonces la regién de rechazo nos quede R ~ (0.533,00). Como

0.530 < 0.533 entonces X, ¢ R y no se puede rechazar la hipétesis nula. Es decir, es posible que el mago esté
adivinando (las probabilidades de que el mago esté adivinando son mayores al 0.5 %). Ahora, veamos si usando el
p-valor llegamos a la misma conclusion:

p=P(Z>vn(2X, - 1))
~P(Z >232)
~ 1-0.9898
~ 0.010

Como 0.010 > 0.005 entonces p > « y no se puede rechazar la hipdtesis nula. Notemos que ambos métodos nos dan
el mismo resultado para el test. En este caso el p-valor nos dice que la probabilidad que el mago haya adivinado 795
cartas de 1500 es del 1 %. Como nosotros definimos al error del tipo 1 como de 0.5 % entonces no podemos rechazar
la hipdtesis nula. Es decir, no podemos estar lo suficientemente seguros de que el mago no haya adivinado.

Hasta ahora vimos casos de test donde o es conocido o n es lo suficientemente grande como para que podamos

. & P X, — L . .
estimar o con S,,. En estos casos, tomamos al estadistico como Z = =2=£, Ahora, jqué pasa si i es desconocido y

NG
queremos hacer un test para o¢? En estos casos, podemos usar el siguiente estadistico:

Sz
Tn:(n_l); ~Xa_y

Consideremos un ejemplo. Supongamos que tenemos 25 mediciones de la altura de los alumnos del curso y queremos
estimar su desviacién. Sabemos que S5 = 4 cm y supongamos que tomamos « = (0.1. Tomemos las siguientes
hipétesis:

Hy: o0=55cm
H: o0<55cm

Entonces:

N

52
P (T < X35-1.0lHo) =P ((n —1) ;g < 0.2971H0>

. 0.2971 )
P (Sn < 3.69)
0.1

Por lo tanto, la zona de rechazo es R = (—00, 3.69). Como S, ¢ R entonces no podemos rechazar la hipétesis nula.
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7.2. Tests No Paramétricos
7.2.1. Test de Adherencia

El Test de Adherencia consiste en testear si un modelo probabilistico es adecuado para un dado conjunto de
datos observados. Antes de describir la metodologia de este test veamos un ejemplo.

Supongamos que somos bidlogos estudiando genética. Tenemos a un padre con genotipo Aa y una madre con
genotipo Aa. El modelo tedrico dice que las probabilidad de los genotipos de los hijos son:

Tipo AA | Aa | aa
Probabilidad | 1 | 5 | %

Entonces, se estudian 100 descendientes de una pareja con esos y genotipos y la distribucién que se observa es la
siguiente:

Tipo AA | Aa | aa
Frecuencia | 26 | 45 | 29

Queremos ver si los datos encontrados se corresponden al modelo tedrico. Empecemos por armar una tabla que
compare las frecuencias observadas con las esperadas segin el modelo:

Tipo AA | Aa | aa
Frecuencia Observada | 26 | 45 | 29
Frecuencia Esperada | 25 | 50 | 25

A ojo podemos ver que los valores son parecidos. Definamos las siguientes hipétesis:

) A (P (aa) = )

N

Hy: (P(A4)=1) A (P(Ad) =
Hl : _‘HO

Tomemos O;, i € [1,3], como las frecuencias observadas (O; para la frecuencia de AA, Oy para la de Aa y O3 para
la de aa) y F; como las frecuencias esperadas. Entonces, definamos el siguiente estadistico:

3 2
2 _ N~ (0i— Bi)
X_Z E;

=1

Si Hy es verdadera entonces el estadistico tiene distribucién asintética chi-cuadrado con 3 — 1 grados de libertad.
En este caso tenemos que:

, (26 —25)° L (5 50)° L9 25)°
AT 50 25

= 0.04 4 0.5+ 0.64

=1.18

Si tomamos o = 0.1 entonces viendo la tabla vemos que x3_; , = 9.210. Como x* < x3_; ,, entonces no podemos
rechazar la hipétesis nula.

En general, para hacer un test de adherencia de esta forma vamos a pedir que n sea grande y que E; > 5Vi.
Vamos a tener k categorias y el estadistico que vamos a usar que deberia seguir una distribucién chi-cuadrado si se
cumple Hj es:

¥ (0 - By
i1 Ei

7.2.2. Test de Independencia

El Test de Independencia consiste en testear si hay independencia entre dos variables aleatorias. Para describir
la metodologia de este test veamos un ejemplo.

56



Supongamos que queremos verificar si hay dependencia entre renta y ntimero de hijos en las familias de una
ciudad. Se eligen al azar 250 familias y se obtiene la siguiente informacion:

Renta \ # de Hijos | 0 | 1 | 2 | 3+ | Total
Menos de $2000 15127 |50| 43 | 135
$2000 - $5000 2513012 8 75
Més de $5000 8 |13 9 | 10 40
Total 48 1 70 | 71| 61 | 250

Entonces, tomemos X como la variable aleatoria que nos dice el precio de la renta y Y como la variables aleatoria
que nos dice la cantidad de hijos y definamos las siguientes hipétesis:

Hy: X LY
H: XJY

Si Hy es verdadera entonces P((X =2)N (Y =y)) = P(X =2)P(Y = y). Por lo tanto, definamos 7 (z,y) como
las observaciones de X =z e Y = y con la siguiente notacion:

n(x,-): Cantidad de observaciones de X =z
n(-,y): Cantidad de observaciones de Y =y
n(z,y) : Cantidad de observacionesde X =zeY =y

Por lo tanto, bajo la hipétesis de independencia el niimero esperado de observaciones en cada celda es:

Fay =" (z,y)

Definamos el siguiente estadistico:

Eypy — Ogy)?
XZZZ( yE y)7
Ty

z,y

donde Oy es el nimero total de observaciones en cada celda. Si Hy es verdadera entonces X2~ Xi, donde k£ =
(f =1)(c—1), f es el ntimero de filas y ¢ el nimero de columnas. Entonces, para calcular este estadistico armemos
una tabla con los valores de E, para cada celda:

Renta \ # de Hijos 0 1 2 3+ | Total
Menos de $2000 25.92 | 37.80 | 38.34 | 32.94 | 135
$2000 - $5000 14.40 | 21.00 | 21.30 | 18.30 | 75
Miés de $5000 7.68 | 11.20 | 11.36 | 9.76 | 40
Total 48 70 71 61 250

S x% ~ 36.62

Usando que k = 6, a = 0.05 y la tabla de chi-cuadrado vemos que x3 , = 18.55. Como x> > x} , entonces rechaza-
mos la hipdtesis nula y concluimos que el precio de renta y el tamano de la familia no son variables independientes.
Esto es razonable, ya que familias més grandes requieren hogares mas grandes y, por lo tanto, el precio de renta es
mayor.

7.2.3. Test de Bondad de Ajuste

El Test de Bondad de Ajuste consiste en testear si ciertos datos observados se ajustan con una distribuciéon
dada. Supongamos que tenemos una variable aleatoria X con distribucién F desconocida y supongamos que que-
remos testear si la distribuciéon de X es Fp, una distribucién que si conocemos. Entonces, definimos las siguientes
hipétesis:

H()Z F:FO
H12 F#FQ

57



10 4 —— Empirica 7
Uniforme

0.8 +
3
o [
3
E 0.6 |
"]
<
c
=]
g
2 0.4 4
=
0 -
a

0.2

-
0.0 4 —]
T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600

Tiempo de Espera [s]

Figura 7.1: Gréficos de la distribucién empirica y de la distribucién uniforme para x € [0, 600].

Para testear estas hipdtesis vamos a usar un test de bondad de ajuste llamado Test de Kolmogorov-Smirnov.
Dado un modelo X de X vamos a usar la distribuciéon acumulada de la distribucién empirica:

R 1 &
Fx (2) = > Iixi<ay (@)
=1

Entonces, definamos las siguientes funciones:

D =sup (Fx (z) — F (z
Dy (

n

)
e (2)
D,, = sup (’FX (z) — F(m)D =méax (D}, D;;)

=sup (F () — x

No lo vamos a demostrar pero resulta que 4nD? ~ 3 para n grande. Por lo tanto, podemos usar a esta cantidad
como estadistico para hacer el test. También, se puede plantear la hipdtesis alternativa como Hy : F > Fy o
H, : F < Fy. En estos casos, vamos a usar como estadistico a 4n (D; )2 y 4n (D, )2 respectivamente. Veamos algtin
ejemplo.

Supongamos que tomamos una medicién del tiempo (en segundos) que esperamos al colectivo de una dada linea
en una determinada parada y obtenemos los siguientes datos:

X = {160,559, 392, 584, 178,496, 253, 388, 352, 40}

Queremos testear si X ~ U (0,600), asi que definimos las siguientes hipétesis:

Hy: F = g5510600 (7)
Hy: F# 55510600 (%)

Entonces, empecemos por ordenar los datos:
X = {40,160, 178,253, 352, 388, 392, 496, 559, 584}

Si graficamos la distribucién empirica y la uniforme para = € [0,600] obtenemos los graficos de la Figura 7.1.
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Ahora, armemos la siguiente tabla:

Intervalo Fx (z) | F(x) Fx (x) — F (2) sup(FX (I)fp(x))
0<z<40 0 6% 69570 %
40 < ¢ < 160 = = - = I
160 <z < 178 = o L x i
178 < x < 253 1—30 = 1%_% %
253 < x < 352 1#:‘0 = ﬁ_% i
352 < x < 388 16 ﬁwﬁ ﬁ—% %
388 < x < 392 = = S ks
392 < x < 496 1—70 6% 1%*% %
496 < z < 559 1—80 % %_ﬁ %
559 < x < 584 1—90 6% 1%_% %
584 < x < 600 1 500 |1_ﬁ| %

600 <z 1 1 0

Notemos que de la columna de supremos tenemos que el méximo es el del intervalo 253 < = < 352, o sea que
D, = %. Por lo tanto, nuestro estadistico es:

x? = 4nD?

2
14
=4-.10-( =

~ 1.394

Si usamos a = 0.05 entonces X%,a = 10.597. Como x? < X%,a entonces no rechazamos la hipétesis nula. Esto es
razonable, ya que se puede ver en el grafico que la curva de la uniforme ajusta bien a la distribucién empirica.
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p=-1 -1<p <0

0< p <+1 p=+1 p=0

Figura 8.1: Valores del coeficiente de Pearson para distintos graficos.

8. Correlacion y Regresion Lineal

Supongamos que tenemos dos variables aleatorias y que queremos expresar la intensidad de la relacién entre
dos variables. Para esto, empecemos por definir el Coeficiente de Correlacién (o simplemente la Correlacién)
entre dos variables aleatorias X e Y como:

Cov (X,Y)

PXY) = TRy e )

Este coeficiente mide no solo la intensidad sino que también la direccién entre las variables. Mientras mayor sea
la correlacién en médulo mayor es la intensidad de la relacion (|p| < 1). Ademds, al igual que la covarianza, la
correlacion nos dice la direccién a través del signo: si p > 0 entonces la relaciéon es positiva, si p < 0 la relacién es
negativa, y si p = 0 entonces no hay relacién entre las variables.

El coeficiente de correlacién muestral se conoce como el Coeficiente de Pearson, y es:

- CovMuestral (X,Y)
VE T

donde CovMuestral (X,Y) es la covarianza muestral entre X e Y

CovMuestral (X,Y) = %Z (Xi — X)) (Vi = Ya)

i

Este coeficiente se suele usar a la hora de hacer Regresién Lineal sobre un modelo de ambas variables. El objetivo
de la regresion lineal es predecir o estimar los resultados de una variable basados en la otra (u otras). Al graficar
los datos y hacer regresién lineal se obtiene una funcioén lineal que busca ajustar los datos graficados. El coeficiente
de Pearson nos da un valor que nos indica qué tan bueno es el ajuste sobre los datos. Mientras mejor sea el ajuste,
mayor es el coeficiente en médulo. En la Figura 8.1 se encuentran distintos graficos con sus respectivos valores del
coeficiente de Pearson.
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