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1. 09/12/2021
1.1. Ejercicio 1

Dar la definicién de una medida de probabilidad P. Demuestre a partir de la definicién que P (Al) =1-P(A4)
y que si B C A entonces P(A\B) =P (4) — P(B).

Resolucion Sea S el conjunto que contiene todos los posibles resultados de un experimento (llamado FEspacio
Muestral), sea A un(os) posible(s) resultado(s) del experimento (llamado Fvento) tal que A C Sy sea F =P (S) el
conjunto que contiene todos los posibles eventos (llamado Espacio de Eventos) entonces definimos las probabilidad
como:

N
P:F 0,1 /P(S)=1A ({An}ne[l,N]gN JANA; =i #§ — P(UN_ A,) = Z]P’(A,J)

n=1

Es decir, la probabilidad es una funcién que toma un evento del espacio de eventos y devuelve un ntimero entre 0
y 1. Ademads, cumple que P(S) =1 (o sea que la probabilidad de que suceda algtin evento es de 1) y cumple que si
dos (0 més) eventos son disjuntos entonces la probabilidad de que suceda alguno de estos eventos (o todos) es igual
a la suma de las probabilidades de cada evento.

Habiendo definido rigurosamente la probabilidad veamos que se cumplen las propiedades que nos propone el
enunciado. Veamos que si B C A entonces P (A\B) =P (A) — P(B):

P(4) = P((A\B)U(AN B))
=P(A\B)+P(ANB)
=P (A\B) + P (B)
~P(A\B) = P(A) — P(B)

Ahora veamos que P (A/) =1-P(A):

P(A’) =P (S\A)
—P(S) - P(A)
—1-P(A)

1.2. Ejercicio 2
Dar la definicién de una medida de probabilidad P. Demuestre a partir de la definicién que P (AU B) =P (A4) +
P(B)-P(ANB).

Resolucién  La definicién ya la di en el ejercicio anterior, asi que veamos que P (AU B) = P (A)+P (B)-P (AN B).
Para eso, tomemos A = Ay B = B\ A. Notemos:



AUB=AU(B\A)
:Au(BmA')
:(AUB)H(AUA')

= (AUB)NS
—AUB

Por lo tanto:

En el ejercicio anterior demostré que P (B\A) =P (B) —P(AN B).

1.3. Ejercicio 3

En una muestra de 100 personas hay 13 enfermos no vacunados, 2 enfermos vacunados, 75 sanos vacunados y
10 sanos no vacunados. Elegimos una persona al azar y vemos que estd enferma. ;Cudl es la probabilidad de que
no se haya vacunado?

Resoluciéon Para resolver este ejercicio hagamos una tabla con los datos:

’ \ Sanos \ Enfermos \ Total ‘

Vacunados 75 2 77
No Vacunados 10 13 23
Total 85 15 100

Notemos entonces que el 77 % de la muestra estd vacunada y 23 % no. También, notemos que 85 % de la muestra
estd sana y 15 % esté enferma. Como 23 % de la muestra no est4 vacunada enonces la probabilidad de que al tomar
a una persona al azar esta persona no esté vacunada es del 23 %.

1.4. Ejercicio 4

Una urna tiene 4 bolas negras y 3 rojas. Sacamos tres bolas sin reposicion. ;Cudl es la probabilidad de que la
primera bola salga negra y la tercera salga roja?

Resolucion Tomemos B;, i € {1,2,3}, como el evento que denota el color de la i-ésima bola que se saca de la urna
y tomemos N = Negra y R = Roja. Por lo tanto:

P((Bi=N)N(Bs=R))=P((B1=N)N(Bz=N)N(Bs=R))+P((B1=N)N(B2=R)N (B3 = R))
4 3 3 4 3 2
T 173 3+43 243 7143 343 312

o

1.5. Ejercicio 5

Enuncie y demuestre la férmula de probabilidad total y el Teorema de Bayes.



Resolucién La Férmula de Probabilidad Total establece que si {Bi}z‘e[l njCN €S una particién del espacio muestral
entonces: -

P(A) = ZP<A|Bi)P(Bi)
i=1
Para demostrar, primero veamos que (AN B;) N (AN B;) = 0Vi # j:

(ANB;))N(ANB;)=(ANB;)N(B;NA)
(ANB;)NB;)NA
B,Nn(B;NA)NA
(BjnB;)NnA)NA
=0NnA)NA

hnA

0

=
=

Entonces, notemos:

P(A) =P (ANS)
P (AN (UL, B)
P

(Ui (AN By))

I
M=

P (AN B;)
1

-
l

P (A|B;) P (B;)

[
NIE

1

.
Il

El Teorema de Bayes establece que:

P (A|B;) P (B;)
> i1 P(A]B;) P(By)

P(B;|A) =

Notemos:

P(B;NA)
P (A)
P(ANB;)

T P(4)
P(A|B:) P (B)

T P(4)

_ P(A|By)P(B;)
S P(A[B;) P (B;)

P(B;|A) =

1.6. Ejercicio 6

Sea U una variable uniforme en [0, 1] entonces para u € [0, 1] definimos:
h(u) = méx ({u,1 — u})

Calcule la funcién de densidad de h (U), su distribucién acumulada, esperanza y varianza.



Resolucion Antes de largarnos a hacer cuentas notemos que como h (U) = max ({U,1 —U}) y como U € [0, 1]

entonces h (U) € [1,1]. Entonces, debemos tener en cuenta que el rango de h (U) es [3,1]. Notemos:

P(h(U) <h) =P (méx({U,1-U}) < h)
=P(u< hVuEmax({Ul—U}))
—P(1-U<h)N(U<h)
—P(1-h< U<h)

h
= /dx
1—h
—2h—1
P(h(U) = h) = <P (h(U) <)
—2

Acé es cuando debemos recordar que al hacer cuentas asumimos siempre que h(U) € [%, 1]. Por lo tanto, la
distribucién puntual de h (U) es:

P(h(U) = h) =20, 1y (h)

1
= -1
“(21)
Es decir, h (U) ~ U (3,1). De la misma forma, la distribucién acumulada de h (U) es:

P(h(U) <h) = (2h— )Ty 1 (h)

1
3
Ahora, calculemos la esperanza y la varianza de h (U). Como h (U) ~ U (%, 1) esto es muy simple:

1

1.7. Ejercicio 7

Alicia y José acordaron encontrarse a las 8 de la noche para ir al cine. Como no son puntuales, se puede suponer
que los tiempos X e Y en que cada uno de ellos llega son variables aleatorias con distribuciéon uniforme entre las 8
y las 9. Ademas, se supondra que estos tiempos son independientes. Si ambos estan dispuestos a esperar no més de
10 minutos al otro a partir del instante en que llegan, ;cudl es la probabilidad de que se desencuentren?

Resolucion Tomemos la distribucién de X e Y como fx = fy = U (0,60) que indica en qué minuto entre las 8 y
9 de la noche llegan al cine. Ademés, nos dicen que X L Y, asi que si tomamos fxy como la distribucién puntual
de X e Y nos queda que:

fxv (z,y) = fx () fy (v)
= (610) Tjo,601 () Lj0,60] (v)



Para que Alicia y José se desencuentren sus llegadas deben diferir en mas de 10 minutos. Es decir, X + 10 < Y si
Alicia llega (X <Y) antes 0 Y + 10 < X si José llega antes (Y > X). Entonces, calculemos:

P(X+10<Y)N(X<Y)HU((Y+10<X)N(X>Y))=P((X+10<Y)N (X<Y))+]P’((Y+10<X)ﬂ(X>Y))
—10 60 z—10

//<GO> dydm*/ / (60) dydz

60 y—10 60 x—10

(L) [ ] o

0

1.8. Ejercicio 8

En un dfa una gallina pone N huevos donde N ~ P (A). Independientemente de la cantidad de huevos puestos,
de un huevo cualquiera nace un pollito con probabilidad p. Hallar la distribucién de la cantidad de pollitos nacidos.

Resolucion Tenemos que la cantidad de huevos que pone la gallina es N ~ P (\) y que dado un huevo la pro-
babilidad de que nazca un pollito es de p. Entonces, tomemos V' como la variable aleatoria que indica si nace un
pollito de un huevo tal que V ~ Be (p). Como queremos saber cuéntos pollitos nacen en N huevos entonces como
cada nacimiento es una variable Bernoulli la variable aleatoria X que indica la cantidad de pollitos nacidos es una
binomial, X ~ B (N, p). Notemos:

=Y P(X =2z|N=n)P(N=n)

n=x

-i

n=x

/\

) o e ()

Il
e}
]

o]
>
8%

3
St
8
—
|
3
8
>
3

O sea que X ~ P (Ap).



1.9. Ejercicio 9

Calcule la esperanza de una variable binomial de pardmetros n y p.

Resolucion

"L e P
- (n—1)! z—1 (1) (1)
_ ”p; G- -1 - @-ny? P

1.10. Ejercicio 10

Sea el vector aleatorio (X,Y") con distribucién:

75 (wef{1,2,3,4) A(y e {1,2,3,4}) A (y < 2)
0 si no

fxy (z,y) = {

Calcular el coeficiente de correlacion p (X,Y) entre X e Y y decidir si X e Y son independientes.

Resolucion Empecemos calculando las esperanzas:

4 T
B(X) =331
r=1y=1
4 IQ

=10
P22 4344
B 10

=3

|
[M] =

E(Y) Z%

lax=y

<
Il

(5-y)

I
(=
Sl=

y=1
1424344 12422432442
2 10

=2



Ahora calculemos las varianzas:

= -9

<
Il
_

- 2 - 10 -4

Ahora calculemos la covarianza:

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

.’ﬂg x2
-y <20 N 20) _
r=1

713+23+35+43+12+22+32+42

20 20 -0
_1
2
Por lo tanto, el coeficiente de correlacién es:
Cov (X,Y
p(X,Y) = X, Y)
V(X)V(Y)
1
__2
Vv1-1
_ 1
2

Como p(X,)Y)#0 = X LY.

1.11. Ejercicio 11

Se lanza un dado equilibrado. Notamos X al ntimero obternido e Y = 1 si el ntimero es par e Y = 0 si no.
Calcule E(X|Y =1)y E(Y|X <4).



Resolucién Empecemos por calcular la distribucion de X e Y:

1
[P’(X:gc,Y:y):{‘lj
6

Entonces, las distribuciones que vamos a usar son:

P(X =alY =1) =

(X € {1,3,50) A (Y
(X €{2,4,60) A (Y

P(X=xzY =1)

Ahora si calculemos las esperanzas que nos piden:

(

Y =1

6
E(X[Y=1)=)» aP(X =zlYy =1)
r=1

3295

<3

r=

E(Y|X < Zy]P’

|
| — @M
| =
o
N

1.12. Ejercicio 12

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad:

fxy (@,y) = X exp (=\y) Loy (2,7)

. Qué distribucién tiene X|Y =y para y > 07

Resolucion Notemos:
fX\Y:y (z,y) =

Calculemos entonces la densidad marginal de Y:

y) = 7 fxy (z,y) dx

Ixy (33’9)
Ty (v)

y
= A exp (—\y) Iy>o0y (¥ /dx
0
)

= Nyexp (—Ay) I1y=0y (v

10

0
1

)
)



. f (.Z‘ ) _ /\ZMH{O<QE<7J} (x,y)
= Y e X 0 ()

1
= ;H(O,y) (95)
=U(0,y)

1.13. Ejercicio 13

Sea F' la funcién de distribucién acumulada de una distribucién de probabilidad f. Supongamos para simplificar
que F es una biyeccién de R en (0,1). Demuestre que si U ~ U (0,1) entonces Y ‘= F~1 (U) tiene distribucién f.

Resolucion

1.14. Ejercicio 14
Sea U ~ U (0,1) demuestre que —5 In (1 —U) ~ & (A).

Resolucion Tomemos X = —1 In (1 — U). Entonces:
1
P(X <x) P(Aln(lU) <x>
=P(U <1—exp(—Az))
=P{U <1-—exp(—Az))
(

= (1 —exp (=Az))Lg,1) (1 — exp (—Ax))
(1 —exp (=Az)) 0,00 ()

= Xexp (—=Az) L (0,00 ()
=£&(N)
1.15. Ejercicio 16

SeaUnNZ/l(

{ﬁ}z . QN) calcule el limite en distribucién de U,, cuando n — oo.

11



Resolucion

1
P(U, =u)= ﬁHuG{%} (u)
Lnas]
CPUn Su) =Y ~Ly (w)
k=1

o ()

, [
nlggoP(U” <u) = nhﬁngo - To,1y (u)
= lim MUH(OJ) (u)

n—oo  NUu

Notemos que % e ( U&ZH—N

ull(g,1) (u). Por lo tanto, tenemos que lim,, o U, ~ U (0, 1).

1] y que tiende a 1 cuando n — oo (es como el limite de . Entonces, lim,,_,oc P (U,, < u) =

71

1.16. Ejercicio 17
Enunciar y demostrar las desigualdades de Markov y Chebyshev.

Resolucion La desigualdad de Markov establece que si X es una variable aleatoria con esperanza finita tal que
X > 0 entonces:

Ve >0

Demostrémosla:

:{oxP(X:x)dx—ke/xP(X:x)dx

=P (X > ¢)
E(X
P(X >¢e) < (X)
€
La desigualdad de Chebyshev establece que:
V(X)

PX - E(X)|>¢) <

Demostrémosla:

12



1.17. Ejercicio 18

Enuncie y demuestre la Ley de Grandes Ntimeros para variables aleatorias con segundo momento finito (admi-
tiendo Chebyshev).

Resolucién Sea X una variable aleatoria con varianza finita y sea X un modelo de X entonces la Ley de Grandes
nimeros establece que:

lim P (|X, — E(X)|>¢) =0ve>0

n— oo

Demostrémosla:

lim P (| X, — E(X)|>¢) = lim P(

n—oo n—oo |
V(R
< lim (2”)
n—oo £
1V(X
= lim 7V(2 )
n—oon &£
=0Ve >0
1.18. Ejercicio 19
Sea X,, ~ P (n)) demuestre que % converge en probabilidad a A.
Resolucién Notemos:
E(X,)=n\
V (X,) =nA
X X X
P(—E()‘ %) :p<"_x‘ >5)
n n n
Ve
1V (X,)
T2 g2
_1x
n 2
— 0Ve >0
Xn
L— — A
MmN n—oco
1.19. Ejercicio 20
Sean X7, Xs,... variables aleatorias i.i.d. con funcién de distribucién exponencial de pardmetro A y sean
Y1,Ys, ... variables aleatorias i.i.d. independientes de las X; con distribucién uniforme en (0, 1), considerar las
variables:
1 n

i=1

Hallar la esperanza y la varianza de Z,, y el valor limite en probabilidad de Z,,.

13



Resolucion

=
D
| |

< ZH{XL@} vy )>
= ZE (H{Xigl} (X3) H{mé%} (Yl>)

1 & 1
WIS \1)1@(11 < 2)

:fz (/Aexp o) de

n

~
o —
o
N

1

= 5y (e ()
_ 1—exp(—2)
2

<
D
I
<
—/
BM—‘

ZH{XL@} H{ylgé (YJ)

|
SM‘,_.

<,
Il
—

Vv (H{Xlgl} )H{Kgé} (Y; ))

(E <(H{X1 P (X yicay ( i))2> = (B (lone (40 vy (’”Z‘)))Q)

(H{X 3 (Xi) ]I{Yiéé} (Yz)) - (E (H{X¢<1} (Xi) ]I{YIS%} (}/’)))2>

et o
—exp (=)’

_ (1 2p( A)) >

~1—2exp(=A) +exp (—2)\)>
2 4

I
:M‘._.

s
Il
-

I I
3= 3=
(1= 11
N /\
~
=
N

&
Il
-

/N
=
=
/~
=
/N
N[ =
~~
N~

(V)
~

-
Il
_

<.

Il
| =
[
o 7 ~
—

|

@

o |8
0
>
S~—

=
|
¥
S
|
=

= 3= 3

Para calcular la convergencia de Z, notemos que en su definicién es la media muestral de Iy x, <13 (X3) I (vi<i} (V7).
XD
Por la ley de grandes niimeros sabemos que:

lfm IP’(

n— oo

E (H{Xigl} (Xi) Ty, 1y (Yi))‘ > s) —0Ve>0

Por lo tanto, Z,, converge a:

Z, — E (H{Xigl} (X Iryc1y (Yi))
_loew(=d)
- 2

14



1.20. Ejercicio 21
Y,—n\

Enuncie el Teorema Central del Limite. Sean Y;, ~ P (n)) demuestre que —u" converge en distribucién a una
variable N (0,1) cuando n — co.

Resolucion El Teorema Central del Limite establece que si X;, ¢ € [1,n] C N, variables aleatorias i.i.d. entonces
si definimos la variable aleatoria:

X, — E(X,)

[ V(Xn)

resulta que Z,, converge en distribucién a una normal estandar. Con este teorema entonces podemos demostrar lo
que la consigna nos exije. Notemos:

Ly =

E(Y,) =nA
V (Y,) =nA

S

Y, — Y,—FE
e nA _ Yo ( )—>Z~/\/'(O71)
V n)\ V(Yn) n—roo

n

1.21. Ejercicio 22

Los clientes llegan a un banco de acuerdo a un proceso de Poisson de pardmetro 3 por minuto, ;cudl es la
probabilidad de que los tres primeros clientes lleguen antes de los 3 primeros minutos?

Resolucién Tomemos X como la cantidad de clientes que llegan por minuto. La consigna nos dice que X ~ P (3).
Por lo tanto, si queremos una variable que nos diga cuantos clientes llegan en tres minutos podemos tomar Y =
3X ~ P (9). Por lo tanto, veamos cudl es la probabilidad de que los primeros tres clientes lleguen en los tres primeros
minutos:

1.22. Ejercicio 23

Consideramos un proceso de Poisson de tasa A. Calcule la probabilidad de que ocurran simultidneamente los
eventos A = {Hay 3 llegadas en el intervalo [0,3]} y B = {Hay 4 llegadas en el intervalo (3,4]}.

Resolucion Tomemos X ~ P (A) como la cantidad de llegadas en una unidad de intervalo. Como los intervalos de A
y B son disjuntos entonces P (AN B) = P (A) P (B). También, por la falta de memoria sabemos que la probabilidad
no cambia si la longitud del intervalo es la misma. Es decir que la probabilidad en el intervalo (3,4] es la misma
que en el intervalo (0, 1]. Notemos que como el intervalo [0, 3] es 3 veces la longitud unidad entonces para A vamos
a usar la distribucién P (3X). Entonces, tomemos X4 ~ P (3)\) y Xp ~ P (A) y calculemos la probabilidad:

P(ANB) =P (A)P(B)
(Xa=3)P(Xp=4)
(3

- ( A exp(—3)\)> (e n)

_ 37
= 16)\ exp (—4\)

15



1.23. Ejercicio 24

Hallar el estimador de momentos de 6 para la distribucién U (-6, ).

Resolucion
E(X)=0
_ 82

=
|

2
3

1.24. Ejercicio 25

Hallar el estimador de méxima verosimilitud de p para la variable X ~ Be (p).

Resolucion

1.25. Ejercicio 26

Hallar el estimador de maxima verosimilitud del parametro a de la distribucion:

—(a+1) >1
azx T >
f(z) = ;
0 z <1

donde a > 1. jEs consistente?

16



Resolucion

Veamos si es consistente:

lim a, = llm —=——=~

Busquemos la distribucién de ¥ = In (X):

— aexp (~ay)
- £(a)

Entonces, sabemos que E (Y) = é Por lo tanto, a, — a y eso significa que el estimador es consistente.

1.26. Ejercicio 27

Sea X1,...,X, una muestra de la distribucién:

f(2;0) = exp (— (z — 0)) L1zz0y (7)

Hallar el estimador de maxima verosimilitud de 6. ;Es consistente?

17



Resolucion

L=1n (H exp (— (X; — 0)) Lip>0y (Xi)>

i=1

_n (0 —X,) min({X;}) >0
0 min ({X;}) <0

Notemos que £ es una funcion creciente de 6 asi que para maximizar la funcién debemos tomar el maximo valor
posible de 0. Como min ({X;}) > 6 entonces tomemos 6,, = min ({X;}).

Para ver si el estimador es consistente veamos si es asintéticamente insesgado y si su varianza tiende a cero.
Para eso, primero calculemos la distribucién del estimador:

i (én < t) = P (min ({X,;}) <)
—1—P(min ({X,}) > 1)
—1-P(X; > tVi)

zl—ﬁIP’(Xi>t)
=1

=1- (i”(X >1)"

=1-(1-P(X <®)"

1—[1— [ exp(—(z—0))dx Igi>0y (1)
/

=1—(1—(1—exp(=(t—0)))" Tuzey ()

=1—exp(—n(t—10))

P (én = t) = %IP (én < t)
=nexp(—n(t—0))

O sea que la distribucién de 6, es parecida a una exponencial. Sea E ~ £ (n) entonces 6, = E + 6. Notemos:

P(énzt) —P(E+0=t)
=P(E=t-10)
=nexp(—n(t—0))

Entonces:

Por lo tanto, el estimador es consistente.

1.27. Ejercicio 28

Defina el error cuadrético medio (ECM) de un estimador y demuestre que es la suma de la varianza mds el
cuadrado del sesgo.

18



Resolucion El Error Cuadratico Medio de un estimador es una medida de la diferencia cuadratica media entre el
estimador y el pardmetro a estimar. Se define asi:

ECM (9n) —E ((on - 9)2>

I
<
—/~
s

3
N——
_|_
[\
=

—~
=
—
e
3
—
>
3
I
>
>
3
I
/N
=
—~
>
3
—
N——
_|_
s
=
/N
e
3
—
N———
_l’_
/~
=
—/~
s
3
—
I
=)
~—

v (0,) +12(0)
1.28. Ejercicio 29

Decir si los estimadores de momentos y de maxima verosimilitud de 6 para X ~ U (0,6) son insesgados y/o
asintéticamente insesgados.

Resolucion Empecemos por calcular los estimadores. Empecemos por el de momento que es el méas facil:

E(X):g — 0, =20,

Ahora calculemos el de maxima verosimilitud:

[ {—nln (0) méx ({X;}) <0
0 méx ({X;}) >0

-0, = max ({X;})

Veamos si el estimador de momentos es insesgado:

O sea que el estimador de momentos es insesgado. Veamos ahora lo mismo para el de maxima verosimilitud:
b(0n) = £ (0.) —0
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Para calcular (én) calculemos primero su distribucion:

P@ngﬁzpomxg&pgo
=P (X; < tVi)
=P(X <t)"

t n

1
g/dx ]1[079] (t)

0

(;)nﬂmm(ﬂ

Ahora si, calculemos la esperanza:

O sea que el estimador de méxima verosimilitud es asintéticamente insesgado.

2. 28/09/2020
2.1. Ejercicio 1

Enunciar y probar el Teorema de Bayes. Dar un ejemplo de aplicacién de dicho teorema.

Resolucién El Teorema de Bayes establece que si I = {B;}, i € [1, N] C N, es una particién del espacio muestral
S y si A es un evento entonces:

P (A]B;) P (B;)

Notemos:

P(BiA) = g
_ P(ANB)
 P(4)
_ P(A|B)P(B))
B P(A4)

20



Otra forma de expresar este teorema es:
P (A[B;) P (B;)
N
Zj:l P (A|Bj) P (Bj)

Ambas expresiones son equivalentes ya que la férmula de probabilidad total dice que:

N
= _P(AIB)P(B))

Veamos un ejemplo. Supongamos que sos docente y que querés saber cudles son las probabilidades de que un
estudiante apruebe si estudia. En el ultimo parcial le tomaste prueba a 30 alumnos de los cuales 20 aprobaron.
A esos 20 les preguntaste si estudiaron y 19 te dijeron que si (uno es un cerebrito). También le preguntaste a los
que no aprobaron si estudiaron y 7 te confesaron que no estudiaron. Tomemos A como el evento que indica que el

estudiante aprob6 y E como el evento que indica que el estudiante estudié. Entonces, tenemos que P (A4) = 38 y

que P(E|A) =2 y P (E|Al) = 2. Por lo tanto:

P(EIA)P(A)
P(E)
P(EIA)P(A)
P (E|A)P(A) +P(EJA)P(A)

19 . 20
20 30

19 20 3 20
2050 T 10 (1—3)
19

=3 ~ 0.86

O sea que la probabilidad de que un estudiante apruebe si estuda es de aproximadamente 86 %. Es un buen nimero,
se podria decir que el examen fue justo.

P(B;|A) =

P (A|E) =

2.2. Ejercicio 2

Sean X71,..., X, variables aleatorias i.i.d. con funcién de densidad dada por:

Ix (x,0) = 2:6(09()‘9>0

a) Hallar én el estimador de méxima verosimilitud de 6.

b
(c

(d) {Cudl de los dos estimadores prefiere usar con una muestra aleatoria de tamafio n = 1007 ;Y con una de
tamano n = 87 Justificar.

(
(b) Hallar 8, el estimador de momentos de 6.

Decidir si 6, y 0, son insesgados y calcular su ECM.

)
)
)
)

2.2.1. (a)

Notemos:

)% oz el0,6]
fx(m)_{g z ¢ [0,0]

() 1) e

i=1
=In < on H XL> — nln )H{méx({Xi})ge} (X)
i=1
Notemos que £ es una funcién decreciente en . Por lo tanto, £ es maximo cuando 6 es minimo. Como 6 > max ({X;})
entonces el minimo valor que § puede tomar es § = max ({X;}). Es decir, 0,, = max ({X;}).
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2.2.2. (b)

Notemos:

Por lo tanto, tomamos 0, = %Xn.

2.2.3. (c)
Veamos si 0,, es insesgado:
b(6,) =E(8,) -0
= B (méx ({X;})) -0
Para calcular E (méx ({X;})) necesitamos primero encontrar la distribucién de max ({X;}). Notemos:

P (max ({X;}) < ) = P (N, (Xi <))

1
/N
QD‘H
() [ V]
S~
3

=

=)

&

—

&
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Entonces:

, 2n (x\2n-1
Bmix (X)) = [ o5 (5) Lo (e)ds
9 0
= HTZ/IQ"dx
0
_ 2n
T oan+41
~ 2n
b(‘g”) n+1
B 0
T oo2n+1

Como b (§n> =% 0 entonces este estimador no es insesgado. Sin embargo, notemos que b (én) — 0, asi que al

n— oo

menos es asintéticamente insesgado. Calculemos su ECM:

BEOM (0,) = 0 (0) +1* ()

_ QJ(E)Z"*H ()d g\
) T \y 0O o1

0
2n 2n+1 4n? 2
- P —
0%/“@ T2t an 11
0
no o 4n? 5

n+1 _4n2+4n+19
_ n(4n®+4n+1) —4n2(n—|—1)02
N (n+1)(4n2+4n+1)

n 92
(n+1)(4n?+4n+1)

— 0

n— oo

2
. i\ n 2 (0
"ECM(n>_(n+1)(4n2+4n+1)6 ( 2n—|—1>

n 02 _ 1 2
(n+1)(dn?+4n+1) dn? +4n+1

B n—(n+1) 9
B ((n+1)(4n2+4n+1))9
62
(n+1)(dn®+4n+1)

— 0

n— oo
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Veamos si 6, es insesgado:

S
—~
i
3
S—
I I
SIS
—
>
3
~
|
)

DO o
)
3
N———
\
>

: o
wlinN —~

3
P
|
>

I
>
I
S

O W w

Como b (6,,) = 0 entonces este estimador es insesgado. Calculemos su ECM:

ECM (0,) = 02 (6,) + b (4,)

7 (5,) =V (6,)
3 _
-v(5%)
9 . _
=7V (Xn)
:%wm
B
0 2
-2 ( [ #2100~ (20)
0
-2 (; [ o
02 i
~ 8
LECM(5,) = &
— 0

n—oo

2.2.4. (d)

Para una muestra grande (n = 100) es preferible usar 6,, como estimador ya que va a ser practicamente insesgado
y ademés porque el ECM tiende a cero més rapidamente para 0, que para 6,,. Sin embargo, si la muestra es chica
(n = 8) entonces ahi si voy a usar 6, ya que es insesgado siempre. Sin embargo, el ECM sigue siendo més chico
para 0,, que para 0, si bien el n es chico.

2.3. Ejercicio 3

Sea X1, Xo,...,X, una muestra aleatoria con X; ~ N (u,og) y p y o desconocidos. Hallar un intervalo de
confianza para u de nivel 1 — .
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Resolucion Como o es desconocido entonces no puedo usar la distribucién normal para hallar el intervalo de
confianza. Por lo tanto, voy a usar la distribucién t-Student. Tomemos:

Xn—p
T = Tgin ~tp—1
Jn
Xo —
CP(th1ag STStnoag) =P | thaig S —5— Sta1g
vn

_ v S\"ﬂ v n
= Xn — 7tn71,% < 1% <X — 7tn71,17%

n n
=1—-«

&, S,
Soda = | X = ﬁtn—L%’Xn - ﬁtn—l,l—%
Ademas, como la distribucién t-Student es simétrica tenemos que tn—1,& = —tp—1,1—g. Por lo tanto, el intervalo

nos queda: i
_ 8 _ 8
Iy = | X, — 7%1;71—1,%7Xn + \/%tn—l,g‘|

3. 14/06/2019
3.1. Ejercicio 1

Se tiene una urna con cuatro pelotas negras y tres rojas. Se remueven tres pelotas al azar sin reposicion.
(a) Calcular la probabilidad de que la primera haya sido negra y la tercera roja.

(b) Se se sabe que la tercera pelota fue roja, jcudl es la probabilidad de que la segunda haya sido negra?

3.1.1. (a)

Tomemos B;, i € {1,2,3}, como el evento que indica el color de la i-ésima pelota, tomemos N = Negra y
R = Roja, y tomemos B = ( B By Bs ) Notemos que:

P((Bi=N)N(Bs=R)=P(B=(N N R))+P(B=(N R R))

4 3 3 N 4 3 2
T 443 343 243 443 343 3+2
2
7

PB=(N N R))+P(B=(R N R))
"PB=(N N R))+P(B=(N R R))+P(B=(R N R))+P(B=(R R R))

|

.3 .3 [ 4 3 2 . 3 4 32 L 3 2
+3 3+3 243 4+3  3+3  3+2 4+3  4+2  3+2 4+3  4+2  4+1

W N
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3.2. Ejercicio 2

Sean X e Y variables aleatorias independientes con distribuciones X ~ P (\) e Y ~ P (). Demostrar que
X+Y ~PA+p).

Resolucion Tomemos Z = X + Y. Notemos:

P(Z=2)=P(X+Y =2)
=PUimo (X =2)N (Y =z —x)))

z

=Y P(X=2)n(Y =2-2))

=0

=Y P(X=2)P(Y =z—2x)
=0

B z 2\Z uz—ac

= —y exp (=X) ) exp (—p)
z=0

3.3. Ejercicio 3

Sean X1, Xs,...,X, e Y1,Ya,...,Y, variables aleatorias independientes donde X; ~ G (p) e Y; ~ N (0,1) para
todo i € [1,n] C N entonces calcular el valor limite de:

1 n
ﬁ Z XiH{Yi>O} (}/7:)
i=0

Resolucién Tomemos Z = Xy~ (V) tal que:

3

Zy = Z;

=0

S|

Por la ley de grandes niimeros sabemos que Z, — E (Z) siempre y cuando V (Z) < co. Empecemos por calcular

n—oo

la esperanza:

E(Z)=E (XLiyso (Y))
= E(X) E (Iiy>o (Y))

1
=2 (Iiy>oy (V)
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Notemos:

Entonces, por ley de grandes niimeros vemos que:

1 1
lm =~ Xilgy,s0p (Vi) = o
=0

n—oo n, 4 2p
Veamos ahora que V (Z) < oo (ya que si no esto no vale). Notemos:

V(2)=E(2°) - (E(2))

1
= ((X]I{y>0} (Y))2) e
1
=E (X Iiysop (V) — 2
1
= E(X?) E (Iyysoy (Y)) el
1 N
=5 (V) +EE)) - 5
1/1-p 1 1
2( P’ +p2> - 4p?
_2-p _ 1
o 2p2 4p?
_3—=2p
=1
< 0

3.4. Ejercicio 4
Sea {Sp},>; una sucesién de variables aleatorias tal que S,, ~ I' (n, A), demuestre que:

Sp —

>3

S

converge en distribuciéon a una normal e indique con qué parametros.

Resoluciéon Como S,, ~ T' (n, A) sabemos que:

Notemos:
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Sn—% A

= = ﬁSn —+/n converge a una normal estdndar. Ademds, sabemos que la FGM de S,, es:

M, 0= (32)

Por lo tanto, veamos que M 25—y (t) converge a la FGM de una normal estdndar, que es:

My (t) = exp (i)

Esto nos indica que

Notemos:
Mg m(t)=E (exp< 5 _m>>
— exp (—v/it) E (exp<
—exp (—vit) Ms, (2F

NG
“envi (25 )
= exp (—\/ﬁt) (11\/2>

%))

o Hn(@ )
(2]

:—ft—nln(l—\/,

Ya que n — oo usemos el desarrollo de Taylor de In (1 + z) alrededor de z = 0:

2

x
ln(l—i-x):x—?—l—(’)(x?’)

i (Mg s () ~—Vat—n <_\/tﬁ - ;)

t2
= —/nt +v/nt + 5
t2

2

t2
M%Snﬂ/ﬁ(t) = exp <2>

. . Sp—2 o
Notemos que esta es la FGM de una normal estdndar. Por lo tanto, vimos que ~=* converge en distribucién a

una normal estandar.
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3.5. Ejercicio b

Sean X1, X, ..., X, variables aleatorias i.i.d. con distribucién U (1, 6), hallar el estimador de maxima verosimi-
litud de ¢ () = 6 (1 — ). (Es consistente?

Resolucion Notemos:

LI
S L=1In (H 0_1> Ix,<oviy (X)

= —nln (9 — 1)]I{méx({Xi})<9} (X)

Como L es una funcién decreciente en 6 si queremos maximizarlo debemos tomar el menor valor posible de 6.
Como méx ({X;}) < 6 entonces propongamos 6, = méx ({X;}). Por lo tanto, nuestro estimador para ¢ (6) serfa
4o = max ({X,}) (1 — mix ({X,})).

Veamos ahora si §, es consistente. Para eso, queremos ver si §, — ¢. Notemos que §, es consistente <=

n— oo

0,, es consistente. Como f,, = max ({X;}) y méx ({X;}) < 0 entonces si n — oo va a haber un X; = 0. Por lo tanto,

0, = méx ({X;}) = 0. Es decir, 0, y §, son consistentes.

3.6. Ejercicio 6

Construya un intervalo de nivel 1 —« para el pardmetro p de una B (2, p) basado en una muestra X, Xo,..., X,,.
Especifique si el intervalo propuesto es asintdtico o exacto.

Resolucion Como X ~ B (2, p) sabemos que:

E(X)=2p
V(X)=2p(1-p)

Entonces, tomemos:

Xn_2p

- v 2p(1-p)
v

Por lo tanto, tomemos:

Zz\/%()?n—%))

Como p € [0,1] entonces 2p (1 —p) < 3.

~N(0,1)
Entonces:
P (z% <Z< 21_%) =P (z% < \/%(Xn — Qp) < zl_g)
X, Z1-= X, Za
:P(2_2\/i<p<2_2f27z)
=1—«
Ademés, como N (0, 1) es simétrica y centrada en 0 tenemos que zg = —2z1-g. Por lo tanto, el intervalo nos queda:

|:Xn Z1_a Xn Zl"‘]
= 2" _ 2 il 2
2 22’ 2 2y2n

Este intervalo de confianza es asintético, ya que asume que n es grande para que valga el Teorema Central de Limite.
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3.7. Ejercicio 7

Sean X1, X, ..., X,, variables aleatorias i.i.d. con media u desconocida y varianza o? desconocida, considere las
hipotesis Hy : p=po y H1: p < po-

(a) Proponga un test de nivel « para p y defina el error de tipo 1 y de tipo 2. Halle una expresién para la funcién
de potencia en funcién de alguna distribucién conocida.

(b) Proponga un ejercicio (solo el enunciado, no lo resuelva) cuya resolucién requiera testear las hipdtesis ante-
riores.

3.7.1. (a)

Como o es desconocido entonces hagamos un test t-Student. Tomemos:

X, —
T = H

~tp_1

S

X, —
A P(T <ty 11 olHy) =P (S”o < tn1,1a>

vn

_ S,
=P <Xn < o + \/ﬁtn—l,l—a>
_ Sn
P <Xn < o — \/ﬁtnl,a>

=«

Por lo tanto, la regién de rechazo es X,, € (—oo, Lo — %tn,lyl,a). En este caso, el error de tipo 1 que representa la

probabilidad de rechazar Hy cuando es verdadera es a. El error de tipo 2 representa la probabilidad de no rechazar

HO cuando es falsa. Este error es:
ﬂ =Pl X ¢ —00 — 75'” 1 |H
n 5 O \/ﬁ n—1,« 1
n =2 MO \/ﬁtn Ll Ho

Xo—p _ (po—p)
= P( S 2 S, _t’nfl,a
un

= Tnfl ((MOSZIU’) - tnl,a)
vn

Donde T;,—1 (x) es la distribucién acumulada de la t-Student n — 1. La potencia del test 7 (1) es la funcién que nos
da la probabilidad de rechazar Hy para cada valor de p. Es decir:

w(u)z{a ro

=

S

1-8 pu<po
«@ H = Ho
T 1T (“‘%; ) —tn_m> 1< o
n
3.7.2. (b)
Se tienen 100 muestras 71,75, ..., Tigo de la temperatura del nicleo de un reactor nuclear de la planta donde

trabajamos. Como forma de control y para evitar desastres queremos ver si la temperatura media del nicleo es
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menor que la temperatura critica T = 1300°C. Si la temperatura del ntcleo es la critica (o mayor) entonces se
debe iniciar el protocolo de enfriamiento con agua. Proponer un test de nivel a = 0.005 para la temperatura media
del nicleo. Suponiendo que T;, = 1295°C y S2 = 200°C decidir si debemos iniciar el protocolo de enfriamiento o
no.

4. 22/02/2019
4.1. Ejercicio 1

Una enfermedad afecta a una de cada 500 personas de cierta poblacién. Se usa un examen radiolégico para
detectar posibles enfermos. Se sabe que la probabilidad de que el examen aplicado a un enfermo lo muestre como
tal es 0.90 y que la probabilidad de que el examen aplicado a una persona sana la muestre como enferma es 0.01.
Calcular la probabilidad de que una persona esté realmente enferma si su examen dio positivo (es decir, si lo
diagnostica como enferma).

Resolucion Tomemos E como el evento que denota que la persona estd enferma y P como el evento que denota
que el examen dio positivo. Los datos del problema son:

P(E) = 555 = 0.002 P(P|E) =0.9 ]P’(P|E):0.()1

El ejercicio nos pide que calculemos P (E|P), asi que usemos el Teorema de Bayes:

P(P|E)P(E)
PR = BB P (B) + P (PIEVE ()
_ P(P|E)P (E)
P(PIE)P(E) +P(P|E) (1-P(E))
_ 0.9 - 0.002
~0.9-0.002 +0.01 - (1 —0.002)
~0.15

4.2. Ejercicio 2

Sea (N);5, un proceso de Poisson de pardmetro A = 3.2, calcule P (N3 — N1 = 0) y P((N2 =7) N (N5 = 11)).
Justifique sus céalculos.

Resolucion Notemos:

P (N3 — Ny =0) = P(N3 = Ny)

Ni idea como calcular eso. Por lo que averigue online N3 — N7 deberia seguir una distribuciéon llamada la Distribucion
de Skellam. Por ahi est4 mal el enunciado y deberia decir P (N3 + N; = 0). Esto lo veo mas factible al menos.
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Podemos usar la propiedad que dice que si X1 ~ P (A1), Xo ~ P (A) y X1 L X5 entonces X7 + Xo ~ P (A1 + A2).
En este caso, tenemos que:
P(Ny+ Ny =0)=P(X =0|X ~P(2)))
2\)"
= ( 0') exp (—2))
=exp (—2))
~1.66 x 1073

Ahora, calculemos la siguiente probabilidad:
P((No=7)N(N5=11)) =P (N, =T7)P (N5 = 11)

)\7 )\11
= (Srew-n) (fewn)
~1.02x107°

4.3. Ejercicio 3

Sean X e Y variables aleatorias que satisfacen:

i 1,2,3,4} Ay <
]P’(X:x,Y:y):{IO ref{l,2,34f Ay<

0 sino

(a) Calcular el coeficiente de correlacién entre X e Y y decidir si las variables son o no independientes.

(b) Calcular P(X =4]Y =3) y P(X =0|Y = 3).

4.3.1. (a)
El coeficiente de correlacion es:
Cov (X,Y)
X,)Y)=
_ Cov(X,Y)
VX))V (Y)
Entonces, empecemos por las esperanzas:
E(X)=) aP(X =ux)
=0

[
(]
8
]
=z
>
[
8
>~<
[
s

12+22+32+42
10
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1 4
2

+14+224+24+324+34+42+4
20

=2
Ahora veamos las varianzas:

V(X)=E(X?) - (B(X))*

:ixQP(Xzac)—?)Q
ﬁ;O N
:ZxQZP(X:x,Y:y)—9
=0 y=0

1 4 x
_ 2
—716 X E:]Jfg
=1 y=0
4

1
ZTO;LU?’—Q

13428433448
B 10

9
=1
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:ZyQZJP(XZx,Yzy)—zL

:729 5—y) —

1 4
=—) (5y°—y’) -4

10
y=1
12422432442 13423433443 .y
N 2 10
=1
Ahora veamos la covarianza:
Cov(X,)Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
= ny]P’(X:x,Y:y)—S'Q
=0 y=0
1 4 T
S OIONEL
4
1 :L'Jrl
—*OZ —6
4
1
= — (:c +x ) —6
20 ot
_ P12 422434344+ 47
N 20
_ 1
2
Por lo tanto, el coeficiente de correlacién es:
1
X, V)= -2
p(X,Y) 1
_1
2

Como p (X,Y) # 0 entonces sabemos que las variables X e Y no son independientes.
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4.3.2. (b)

P(Y =3)
1
_ 10
Y o P(X =2,Y =3)
_ 1
=)
Zx:Bl
_1
2

4.4. Ejercicio 4
Sea {X,},-, una sucesién de variables aleatorias tales que X,, ~ B (n,p), demuestre que:
X, —np
n(l—p)p

converge en distribucién a una variable normal y especifique con qué parametros.

Resolucién Como X, son variables binomiales sabemos que:

Notemos entonces que:

X, —np X, — E(X)

Vnd-pp  VV(X)
-7,

Entonces, por el Teorema Central del Limite sabemos que Z, converge en distribucién a una variable normal
estandar (u =0, 02 = 1).

4.5. Ejercicio b

Encuentre el estimador de méxima verosimilitud de 8 para una variable aleatoria uniforme en el intervalo [6, 1].
Demuestre que es un estimador consistente.

Resolucién Sabemos que X ~ U (6,1). Notemos:

U(@b,1) = ——T) (2)
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L
- L=In (H 1—9) I x,>0viy (X)

=1
= —nIn (1 —0) Imix, >0y (X)

Notemos que L es una funcién creciente en 6. Por lo tanto, si queremos maximizar £ debemos tomar el maximo valor

posible de 6. Como 6 < min ({X;}) entonces el estimador de maxima verosimilitud es §,, = min ({X;}). Veamos que
este estimador es consistente:

lim 6, = lim min ({X;})

n—oo n—oo
= min ([0, 1])
=0

4.6. Ejercicio 6

Construya un intervalo asintético de confianza 1 — « para el parametro p de una distribucion Bernoulli.

Resolucién Si X ~ Be (p) entonces:

E(X)=p
V(X)=p(1-p)
Por lo tanto, tomemos un modelo de n muestras de X y definamos:

Xn —-Dp
/p(1—p)
Notemos que como p € [0,1] entonces /p (1 — p) < % Entonces, tomemos:
T, =2vn (X, —p)
Por el Teorema Central del Limite sabemos que T' ~ N (0, 1)

T, =

SP(te KT, <timg) =P(te <2Vn (X, —p) <ti_g)
=P X—tl_%< <X, — ts
= n 2\/’5 IPxX An 2\/5
_p(x, 0ot o x4 o8
N RN PSAn 2y/n
=1l-a
r=|x, - bes ok, b
0T 2yt 2y
_x, 4 -8
ST 2y
4.7. Ejercicio 7
Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias i.i.d. con distribucién normal con media x y varianza o? = 1, proponga

una regién de rechazo de nivel a = 0.05 para testear:

Ho: u:5
H13 ,LL>5

Se tomd una muestra de tamano n = 12, obteniéndose un p-valor de 0.048. Indique para cuales de los siguientes
niveles se puede rechazar Hy con los datos obtenidos:

a=0.1, a =0.05, « =0.01, = 0.005
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Resolucion Tomemos:

Por lo tanto:

Es decir, la regién de rechazo para X, es (5 + %, oo).

Ahora, como nos dicen que p = 0.048 entonces debemos fijarnos si a > p para rechazar y no rechazar cuando
a < p. Entonces:
a=01>p: Rechazo Hy

a=0.05>p: Rechazo Hy
a=0.01 <p: No Rechazo Hy
a =0.005 <p: No Rechazo Hy,

Otra forma (més rebuscada) de ver si rechazamos o no es usar que n = 12 y el p-valor para calcular X, vy fijarnos
para cada « si X, cae o no en la regién de rechazo que hallamos antes (cambiando ¢1_g o5 por el t;_,, correspondiente
a cada a).

4.8. Ejercicio 8

(a) Enuncie y demuestre la regla de multiplicacién de las probabilidades condicionales. Incluya previamente todas
las definiciones y conceptos que considere pertinentes.

(b) Proponga un ejercicio (escriba el enunciado) cuya resolucién requiera invocar la relga de la multiplicacién. No
incluya la resolucién del ejercicio.

4.8.1. (a)

La regla de multiplicacién de las probabilidades condicionales establece que:

P(ANB) =P (AB)P(B)
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